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q ∈ Q � δ∗(q, au) = {δ∗(q′, u)|q′ ∈ δ(q, a)}
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Σ = {John, runs, loves, a, cat}
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G = {〈John, T 〉, 〈runs, T\S〉, 〈loves, (T\S)/T 〉, 〈loves, T\(S/T )〉, 〈cat, CN〉,
〈a, (S/(T\S))/CN〉, 〈a, ((S/T )\S)/CN〉}
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FL(G)
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äöæ,1Q69èª5gÛ�ì Õ /±Û�57ÙªßQ×²5gÛ�3�é

Gk

ç��ÉÝu57Ù
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G ⊂ Σ ×Cat(B)$ �@"�$ %��@� � ��%���$&"�� �=�<"!����������'(���@$E�(%l��$M�=�m��%���'
〈v, A〉

%��
〈v, A/B〉
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v ∈ Σ
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A, B ∈ B
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A = 〈Q, Σ, δ, q0, F 〉
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B = (Q\{q0}) ∪ {S}
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L(G) = L(A)\{ε}
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〈a, q/q′〉 ∈ GêÆ<257Þu681JØ�5

q0

3�é
S
í%#

= 576­/w5
q −→ aq′

;­/k1Å<²èu695�ß4Ú
G1

14ÙVÛ
〈a, q/q′〉 ∈ G
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q0 ∈ F
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Q2 −→ bQ2
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A = 〈Q, Σ, δ, q0, F 〉<²5gØ�ßQáJÙª;8ú7;8Ùªá�×2Ýª5�/214Öâ5\ê
ε
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σ[GF (D)]
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k
äcæ,1468èª5oÛ�çu.cÚ

k = 1
å

×²Ýª5�685o1Q<²Ùª;8Ùªá�Þª<2ß�Ø75o/2/�;8/¯;8ÙuØ7<²5oÖÅ5oÙB×2146�1QÙuÛ©×²Ýª5-×T14<2áQ5�×�áQ<T14ÖâÖ\14<gåq;MÚ*;M×«57ã�;8/w×2/oå,;8/«èªÙª; !Jèu5
14ÙuÛ©1qæq1Q;96­143u695 ;9Ù�×²Ýª5-68;9Öâ;9×oç4.cÚ

k > 1
å,1�<²5oÖâ1Q;9Ùu;9Ùªá�Þª<2ßQ3ª6857Ö ;­/�×²ß�/²57685oØ�×�ßQÙu5'áJ<21QÖÅÖ\1Q<

14ÖâßQÙªá�×²Ýª5�/²5�×oç�:-Ýª;­/ ;8/ Þ*57<²ÚÆßQ<2Öâ5oÛ³3�é\;8ÙuØ�68èu/²;9ßJÙ\×²5g/0×T/ ßQÙ³×2Ýª5�/0×2<²èuØ�×²èª<25oÛ�681QÙªáQèV14áQ5g/
ß4Ú«×2Ýª5©Øo14ÙuÛ�;­Ûª14×²5o/ÅêÆßJ<�3�é�3*ßQèªÙuÛª5oÛ`;8ÙuØ769èu/²;8ßQÙ`×25o/w×2/±ÚÆßQ<�/0×2<²;8Ùªá�681QÙªáQèu1QáQ5g/2í�ç@�Ç5©Ü�;8696
Ùªß4×káJß©;8ÙB×²ßâÚÆèª<²×²Ýª5o<kÛ�5�×T14;868/�1Q3VßJè�×�×²Ýu;8/-ïVÙu146¬/w×²5oÞ¬ç

þkÞªÞª68é�;9Ùuá�1�/²èª3u/w×²;9×²è�×2;9ßJÙ¨ßJÙÇ1`ì Õ ;8/�1$áQ5oÙª57<T1468;8úo1,×2;9ßJÙ`ßQÞ*57<T1,×2;9ßJÙ¬å�3V5gØ71Qèu/w5ÅÜ 5
Ýu1qæQ5�×²Ýª5$ÚÆßJ6968ß,Ü�;9Ùuá¨Þª<2ßQÞ*57<²×0éÉð �4õ��

σ(G1) ⊆ G2 =⇒ FL(G1) ⊆ FL(G2)
ç¨��ßÇÜ 5

1468Ü 1qé�/ Ýu1qæQ5 �
FL(G) ⊆ FL(σ(G))

1QÙuÛ�åu/²;8ÖÅ;86­14<269éJå
L(G) ⊆ L(σ(G))

çVÿ è�×k;8Ù�èu/wèV146
<²5oáQèª6­14<ÅáQ<T14ÖâÖ\1,×2;8Øo146 ;9Ù�ÚÆ5o<²5oÙuØ�5Jå�×²Ýª5�ÖâßJ/w×\ß4Ú ×²5oÙDèV/w5gÛëáJ57Ùª5o<21Q69;8úo14×²;8ßQÙ)ßQÞ*57<T1,×2ßQ<Å;8/
×²Ýª5�ßQÙu5±ß4Ú�/0×T1,×²5�Öâ57<2áQ;8Ùªá�ð8ñQåoñoòuå²ó,õcç �ÉÝV1,×�;8/'×2Ýª5�68;8Ùªø³3*5�×0Ü 5757Ù�×²Ýª5g/w5�×0Ü ß�ßQÞ*57<T1,×2ßQ<T/

 .hÙ·×2Ýª5\Ø�ßJÙJ×25�ã�×�ß4Ú 1$/²5�×

D
Ø7ßQÙB×21Q;9Ùu;9Ùªá�ßQÙª68é��V14×�/w×²<2èuØ�×²èª<25o/�Ü�;9×²ÝÇ;9ÙB×²5o<²ÙV146�Ùªß�Û�5o/
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GF (D)

;­/'Ùª5oØ75o/2/²1Q<²;869éÅ1�<257áJèª681Q< ì Õ ê�/²575 '¯ãª14ÖâÞª685�ôQí�ç���ßuåBßQÙª68é©×0Ü'ßÅØ71Q/²5o/AØ714Ù
ß�ØoØ�èª<-×2ßâèªÙª;9ÚÆé³×0Ü ßâØo1,×257áQßJ<²;85o/��

= Ø�ßJÙuÛ�;9×²;8ßQÙu/©ß4Úk×2Ýª5³ÚÆßJ<²Ö
σ(xi) = σ(xj) = xj

ÚÆßJ<©1QÙBé
xi ∈ χ

1QÙuÛ 1QÙBé
xj ∈

χ ∪ {S}
/wÞ*5oØ7;MÚÆé$1â/0×T1,×²5�Öâ57<2áQ;8Ùªá �ª/0×T1,×²5g/

xi

1QÙuÛ
xj

14<25�Öâ5o<²áJ5oÛ�ç
= Ø�ßJÙuÛ�;9×²;8ßQÙu/�ß4Ú�×2Ýª5«ÚÆßJ<²Ö

σ(xi) = xj/xk

åoÚÆßJ<�1QÙBé
xi ∈ χ

14ÙuÛ�14Ù�é
xj , xk ∈ χ∪{S}14<25�ÖÅßJ<²5�Û�;9÷³Ø�èª69×k×²ßâèªÙVÛ�57<T/0×T14ÙuÛ¬ç@��èuØTÝ�1âØ�ßQÙVÛ�;M×2;9ßJÙ�ÖÅ5g14Ùu/ ×0Ü ß©×²Ýª;8ÙªáJ/��
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×²Ýu5�/0×T1,×²5

xi

Ö�èu/w×k3*5�<²5oÙu14Öâ5oÛ$1Q/�1â/w×214×²5�Ø71Q69685oÛ
xj/xk
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•
57æJ57<2é�/w×²<2;9Ùuá-×²Ýu14×�Ø�ßJèª6­Û�3V5A1J/²/²ß�Ø�;­1,×25oÛ�Ü�;M×2Ý�×²Ýª5 Ø714×²57áJßQ<2é

xi

;9Ù�×²Ýª5«áJ<21QÖâÖâ1Q<
GF (D)

Øo14Ù�Ùªß,ÜÉ3V5�èu/²5oÛ�1Q/-1v
h×2<21QÙu/w;9×²;8ßQÙ��±3V57×0Ü'5o57Ù³×2Ýª5�/0×T1,×25o/
xj

14ÙuÛ
xk

ç
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��� 		���ªßJ<k5�ãª14ÖâÞª685Qå�685�×�èu/kÛ�57ïuÙª5�1\/²èª3u/w×²;9×²è�×2;9ßJÙ

σ
×2Ýu1,×±èuÙª;MïV5o/k/²ßQÖâ5�ß4Ú�×²Ýu5

Ø71,×257áJßQ<2;95g/ 1J/²/²;8áQÙª5gÛ³×2ß
a
14ÙuÛ

b
;9Ù$×2Ýª5�áQ<T14ÖâÖ\14<

GF (D)
ß4Ú '¯ãª14ÖâÞª685©ôÅ1Q/ ÚÆßQ6868ß,Ük/��

σ(x4) = σ(x1) = x3/x2

ê�14ÙVÛ
σ
;­/Å×²Ýª5�;­Û�57ÙB×2;M×0éD576­/w5oÜ�Ýª57<25gí�ç«:-Ýª5�<²5g/wèª69×²;8Ùªáëì Õ

σ(GF (D))
;­/ ×²Ýª5�ÚÆßJ6968ß,Ü�;9Ùuá �

= 1��
S/(x3/x2), (x3/x2)/x3

#
= 3��

x3/x2, x2

ç
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14è�×2ßQÖ\1,×2ßQÙ·3�é`1JÛªÛ�;8Ùªá�1�
w<²5gØ�èª<T/²;9æJ5�×²<T14Ùu/²;9×²;8ßQÙ���å*×²Ýu14×�;­/�1�×²<T14Ùu/²;M×2;9ßJÙ·6­143*57685oÛ¨3�é`1
/0×T1,×²5©êÆÝª5o<²5Jå,×²Ýª5�/0×T1,×25

x3/x2

í�ç�:-Ýª5kØ�ßJ<²<25o/²Þ*ßQÙuÛ�;8Ùªá�14èª×²ßQÖ\14×²ßQÙâ;­/«áJ;9æJ57Ùâ;9Ù ��;8áQèª<25��ªç

x3/x2

S F

x3 x2
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σ(GF (D))

.hÙ`×²Ýu;8/�14èª×²ßQÖ\14×²ßQÙµåVÞª<257æ�;8ßQèu/�/w×21,×25o/
x1

1QÙuÛ
x4

Ü 57<25�Öâ57<2áQ5gÛ·1QÙuÛ�<257Ùu1QÖÅ5gÛ·1J/
x3/x2

å*1QÙuÛ`1�Ùª57Ü 
w<25oØ�èu<2/²;9æJ5���×²<T14Ùu/²;M×2;9ßJÙ`6­143*57685oÛ�3�é
x3/x2

<257Þª6­1QØ75o/�×2Ýª5ÅßQÙª5�×²Ýu14×
Ü 1J/�681Q3V5o695gÛ�3�é

b
3*5�×0Ü 575oÙ�×²Ýª5�/w×214×²5g/

x3

14ÙuÛ
x2

ç*:µß³èV/w5�×2Ýª;­/kÙª5oÜà×2<21QÙu/²;M×2;9ßJÙ¬åuéJßQè
Ùª575gÛ$×²ß\Þª<2ß�Û�èuØ�5�1\/w×²<2;8Ùªáâß4Ú«Ø714×²57áJßQ<2é

x3/x2

å�×2Ýu1,×±;­/k1\/w×²<2;9Ùuáâ×²Ýu14×±3V5o69ßJÙªáJ/ ×2ß\×²Ýu5
/0×T1,×²5Å6­14ÙªáJèu14áJ5�ß4Ú

x3/x2

ç�þ�ØoØ�ßQ<TÛ�;8Ùªá\×2ß�4«<2ßQÞ*57<²×0é�òªå�14ÙªßQ×²Ýª5o<�Ü-1qé$×²ß$ØTÝu14<T1QØ�×²57<2;8ú75
/wèuØTÝ�1±/0×2<²;8Ùªá�;­/�×²ÝV1,×µ;9×�Ü ßQèª6­Û�3*5«ßQ3�×T14;8Ùª5oÛ�3�é�ÚÆßQ6869ß,Ü�;8Ùªák1�ÞV1,×²Ý�ÚÆ<2ßQÖà×²Ýu5A/0×T1,×25

x3/x2×²ß©×²Ýª5�ïuÙu1Q6�/w×214×²5
F
ç�:µß©ÚÆßQ6869ß,Ü /²èuØTÝ$1�Þu14×²Ý¬åB×²Ýu5�ïV<2/w× Þ*ßJ/2/²;93ª685�ØTÝußQ;­Ø�5±;­/oåBßQÚ�Ø�ßJèª<T/w5Jå

×²Ýª5�Û�;8<25oØ�×�×2<21QÙu/²;M×2;9ßJÙ$6­143*57685oÛ$3�é
b
çªÿ'èª×�14ÙªßQ×²Ýª5o<�ÞVßB/²/²;83ª695�ØTÝußQ;­Ø�5�;8/�×²ß\<25o1QØTÝ

x3

3�é
a
Ü�Ýª5o<²5â×2Ýª5³Þª<257æ�;8ßQèu/�ØTÝußQ;­Ø�5\;­/�Þ*ßJ/²5oÛ§14áB14;8Ù¬ç � ÚkØ�ßJèª<2/²5Qå¬1·/0×T1QØTø`;­/�Ùª5gØ�5g/²/214<2é�×²ß

<²5oÖÅ5oÖ�3*57<'×²Ýª5�69;­/w× ßQÚ¬<²5gØ�èª<T/w;8æQ5k×²<T14Ùu/²;M×2;9ßJÙu/«èV/w5gÛ�çB:-Ýu5±6­14ÙªáJèu14áJ5k<²5gØ�ßJáQÙª;8ú75gÛâ3BéÅ×2Ýª;8/
áQ57Ùu57<T1468;9úo5oÛ�1Qè�×²ßJÖ\1,×²ßJÙ�;­/
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å,Ü�Ýª;­ØTÝ©;­/�Ùªß4×¯<257áJèª681Q<oçq:-Ýª;­/�áQ5oÙª57<T1468;9úo5oÛ©14è�×2ßQÖ\1,×2ßQÙ

Ø714Ù$3*5�Ø�ßQÙV/w;­Û�57<25oÛ$1Q/�1â/²ÞV5gØ�;­146¬Øo1Q/²5�ßQÚ���5gØ�èª<T/²;9æJ5�:�<T14Ùu/²;M×2;9ßJÙ��±5�×0Ü ßQ<2ø*ç
:µß èuÙuÛ�57<T/w×214ÙVÛÉÝªß,Ü /wèVØTÝý1 áJ57Ùª5o<21Q69;8úo14×²;8ßQÙÉØ�ßJèª68Û ß�ØoØ�èª<gåA685�×$èu/�69ß�ßQøÉ14×�×²Ýu5

14Ùu1Q69é�/²;8/'×²<2575�Þª<2ß�Û�èuØ�5gÛ�3�é\×2Ýª5�áQ<T14ÖâÖ\14<'ÚÆßQ< ×²Ýu5�/0×2<²;8Ùªá
aaabbb

å�áQ;8æQ5oÙ�;8Ù ��;8áQèª<25�ô�ç
:-Ýª;8/ ×2<²5o5�;8/�ÙußÅ68ßQÙuáQ57< �V14×oçu:�ßâèªÙuÛ�5o<2/w×21QÙuÛ�Ýªß,Üý;9×kÜ 1J/ 3ªèª;86M×gåu68ßBßJø³3u1JØTø³1,×�×²Ýu5

/w5gØ�ßQÙVÛâ×²<2575�ß4Ú���;8áQèª<25 �Vç�:-Ýu5�/²ÞV5gØ�;9ïVØ714×²;8ßQÙ³ßQÚ
σ(x4) = x3/x2

Þu<²ß,æ�;­Û�5o/'14Ù�5�!Bèu1468;M×0é
3V57×0Ü'5o57Ù�6­143*576­/µßQÚB×2Ýª;­/¬×2<²5o5#��×2Ýª5A6­143*576Jß4Úu1QÙ�;9ÙB×²5o<²ÙV146QÙuß�Ûª5±ê

x4

í¬3V5gØ�ßQÖâ5g/¬5"!Bèu1Q64×2ßk×²Ýu5
681Q3V5o6µß4Ú«1\685o14Úkê

x3/x2

í�ç*:-Ýª;­/k5�!Bèu1468;M×0é$ßQÞ*57ÙV/�×²Ýu5�ÞVßB/²/²;83ª;968;9×0é�×2ß³;9ÙV/w5o<w×k×2Ýª5�/²èª3�×2<²5o5
<²ß�ß4×25oÛ¨3�é

x4

;8ÙÇ×²Ýª5âÞª6­1QØ75ÅßQÚ'×2Ýª5â695g1,Ú-681Q3V5o695gÛ·3�é
x3/x2

åµ1Q/�;­/�Û�ßQÙu5Å;8Ù ��;9áJèª<²5³ô�ç
:-Ýª;8/-ßJÞV5o<214×²;8ßQÙ$;8/-57ãª1QØ�×269é�Ü�Ýu1,×�;­/kØ71Q69685oÛ$14Ù�" �������
��$E�J%��uåª;8Ù$×²Ýª5�ÚÆßJ<²Ö\1468;­/wÖ ßQÚ�:�<²5o5
þ�Û �0ßQ;8Ùª;8Ùªá Õ <21QÖÅÖ\1Q<2/�ð8ñQñ�õcç
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S/(x3/x2)� x3/x2
FA

(x3/x2)/ x3� x3
FA

x3/x2
FA

(x3/x2)/ x3� x3
FA

x3/ x2� x2�

x2�

�
	 ����� �
�%����� �)� �$� � � � �)� ���$����� ( � � � &�( aaabbb

� �{+8.�ÏuÍ±Ô²Í�7 4[*����{.¯Í�7AÒm.K72+�? �2ÏuÐ21 *�9�.�Î^, Î�ÏuÒ±Ó*ÎªÒkÏ@+�?

'¯ãª14ÖâÞª685³ó�/wèªáJáQ5g/0×25oÛ¨×²Ýu14×�;M×©;8/�Þ*ßJ/2/²;93ª685â×²ß�áJ57Ùª5o<21Q69;8ú75â<25o1Q6¯×²<2575g/�ÚÆ<²ßJÖ �V14×�×²<2575g/
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d NfegIWGJLSGJX
IhD�D-il]VN � UWa�cSG ��N�TVUWLSX
YZR�LOX�I:n!B�r � y 4 } � z�w"!=y |�}Wx�~@��|
x�~�u3� 2 r � �
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R
���<"

5 � $��O�
���
R = 〈Q, Σ, γ, q0, F 〉

���@���j$M�="�$
Q

���<$M�=� ����� $&�<����$
%��)/w×21,×25o/�%��

R � Σ
���{� $E�2����� $&�âæJß�Ø7143uèª681Q<²é � q0 ∈ Q

� $E� � �����J���@���â;9Ùª;9×²;­146�/w×21,×25o"��
�
F ∈ Q

� $J� � ���@�J���@���³ïVÙu146«/w×214×²5f�
γ

���($M�=��×²<T14Ùu/²;9×²;8ßQÙ`ÚÆèuÙuØ�×2;9ßJÙp%��
R � �	�J�2�
���¥����%�'

Q × (Σ ∪ Q)
$&%

2Q
�

:-Ýª5©ßJÙª68é�;9ÖâÞ*ßQ<²×214ÙB×�Û�;9î*5o<²5oÙuØ�5Å3V57×0Ü'5o57Ù �g�ªþÈ1QÙuÛ �±þ ;­/�×²Ýu14×oå�;8ÙÇ1 �kþ�å*;9×�;8/
ÞVßB/²/²;93u695\×2ß`6­143*576'1�×²<T14Ùu/²;M×2;9ßJÙ§3Bé§14Ù)5o695oÖâ57ÙB×©ßQÚ
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q ∈ Q

åQéJßQèâÝu1qæJ5
×²ß�Þu<²ß�Û�èuØ75±14Ù�576857Öâ57ÙB×'ßQÚ

L(q)
ç	�Ç5±<25o/w×²<2;­Ø�×AßJèª<2/²5768æQ5g/�×²ß �kþ Ü�;9×²Ý�1�èªÙª; !Bèª5±;8Ùª;9×²;­146
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ε
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681QÙªáQèu1QáQ5g/7å�;9×k;8/�/²èªÞªÞ*ßJ/²5oÛ�×²Ýu14×
F 6= q0
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L(R)
������%�� �@��£O��� ¤��

R
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L(R) = {w ∈ Σ+|F ∈ γ+(q0, w)} � �W�=�����
γ+
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"�$E����"��¨��© $����=���J%��^%��
γ

%��
Q × Σ+ � �J� �O�@��%���"����

u ∈ Σ+
"��¡�

v ∈ Σ∗
"��@�

q ∈ Q � γ+(q, uv
�<����$ �@�{��'�"�� ������$

���@¤�����$#��%���$&"�� �@� ���
{γ∗(q′, v)|q′ ∈ γ(q, u)}

� �
u ∈ Σ

"��
�
{γ∗(q′, v)|∃t ∈ Q

���@���
$ �@"�$

q′ ∈ γ(q, t)
"��¡�

u ∈ L(t)}
������� � �W�@�����

L(t)
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H = 〈Σ, N, P, S〉
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;8/�×2Ýª5¨/²5�×�ß4Ú�5oæQ57<2é

/wèª3�Ø714×²5oáQßQ<2éFß4Ú©1�Ø714×²5oáQßQ<2éF1Q/2/w;8áQÙª5gÛF×²ßF1DÖÅ5oÖ�3*57<�ßQÚ�×²Ýª5§æJß�Øo143ªèu681Q<²é�;9Ù
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Ø71,×257áJßQ<2éÅ;­/�1Å/wèª3�Ø714×²5oáQßQ<2é\ß4Ú�;M×T/w5o6MÚTí�çu:-Ýª5oÙ¬å�ÚÆßQ<-5oæQ57<2é
〈v, A〉 ∈ G

å�685�×
A −→ v ∈ P14ÙuÛÇÚÆßJ<�14686

A, B
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åµ685�×

A −→ A/B B ∈ P
ê ÚÆßJ<�èªÙª;­Û�;8<²5gØ�×²;8ßQÙV146-ì Õ /oå¬×2Ýª;­/�;­/
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åJÜ�;M×2Ý

F /∈ N
ç ��èu695g/«ß4Ú

×²Ýª5�ÚÆßQ<2Ö
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1
åª;­/ ×²Ýª5�ÚÆßJ6968ß,Ü�;8Ùªá �

G = {〈a, S/B〉, 〈a, (S/B)/S〉, 〈b, B〉}
çª:-Ýª5�Ø�ßJ<²<25o/²Þ*ßQÙuÛ�;8Ùªá �kþ

ê�Û�;­/0×2;9ÙVØ�×kÚÆ<2ßQÖ ×²Ýª5�ßJÙª5�ß4Ú '¯ãª14ÖâÞª685�óJí ;­/�áQ;8æQ5oÙ�;8Ù ��;9áJèª<²5�óuçu:-Ýª;­/ �kþ Øo14Ù�3V5�/²;8Ö©ä
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×²<T14Ùu/²;M×2;9ßJÙ�3*5�×0Ü 575oÙ
S/B

14ÙuÛ
S
3Bé

a
çªÿ è�×k;9×k;­/�Ùªß4×�Þ*ßJ/2/w;83ª685�ÚÆßQ<-×²Ýu5�/0×T1,×²5

S/B
ç
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Þª<²ß�Û�èVØ�5oÛ`3Bé�èªÙu;8Û�;8<25oØ�×2;9ßJÙu146¯ì Õ /7å*;öç 5Jç*èV/w;8Ùªá³ßJÙª69é
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<²èª685o/oç
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� Ú�Ø7ßQèª<T/w5JåBÚÆßQ<k5oæQ57<2é
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Gk,σ ⊆ Gk ∩ GU

14ÙuÛ ⋃
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{L(G)|G ∈ Gk,σ}
Ýu1J/�1

ÙªßQÙ�ÙBèu696�;8ÙJ×257<T/w5gØ�×2;9ßJÙ³Ü�;M×2Ý�×2Ýª5�/w57× ßQÚµÙªßQÙªäö<257áJèª681Q<-ì ��äc681QÙªáQèu1QáQ5g/±ê�/²575 '¯ãª14ÖâÞª685�óJí�ç
ÿ'èª×kÜ'5�Û�ßâÙªßQ×køBÙuß,ÜýÜ�Ýª57×²Ýª5o<�;M×±Øo14Ù$áQ57Ùu57<T1,×²5�57æJ57<2é$ì ��äö6­14ÙuáQèu1QáQ5Qç

:-Ýª5`Þª<2ßQ3ª6857Ö ;8/³×²Ýu14×�×2Ýª5`ÙªßQ×²;8ßQÙÉß4Ú�1JØ7Ø�5g/²/²;83ª;968;9×0éë;8Ùý1 �kþ ;­/�Ûª;Mî�57<257ÙB×³ÚÆ<2ßQÖ
×²Ýª5$Ùªß4×2;9ßJÙëßQÚ�1QØoØ�5o/2/²;93ª;868;M×0é§;8ÙD1 �g�ªþ�å�3V5gØ71Qèu/w5$ß4Ú�<²5gØ�èª<T/w;8æQ5³×²<T14Ùu/²;M×2;9ßJÙu/oç�þ�/0×T1,×25
Ü�Ýª;8ØTÝ¨;8/�ÙªßQ×�1JØ7Ø75o/2/w;83ª685�;9ÙÇ1*�:��þ�ê�Ø7ßQ<2<²5g/wÞ*ßQÙVÛ�;9Ùuá�Ü�;9×²Ý¨1�èu/²57685o/2/�Øo1,×257áQßJ<²é�;9Ù¨×²Ýu5
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;8/�×²ÝV1,×¯;M×¯Ùu14×²èª<T146868é�5�ã�×²5oÙuÛª/�×²Ýu5
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Gk∩Gr

åqÜ�ÝªßB/w5AÚÆèªÙuÛª1QÖÅ5oÙB×2146BÞª<2ßQÞ*57<²×0é�;8/µ×²Ýu14×�;9×2/�Öâ57Ö©3V5o<2/�Þª<2ß�Û�èuØ�5 /0×2<²èVØ�×²èu<21Q6
5�ãª14ÖâÞª685o/-×2Ýu1,×±1Q<²5v�*1,×�×²<2575g/�Ü�;9×²Ý
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;9ÙB×257<2Ùu146¬Ùuß�Ûª5o/�ßJÙª69éJçu:-Ýª;­/�Þª<2ßQÞ*57<²×0é�Øo14Ù�3V5
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G = τ(GF (D))
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G ∈ Gk,σ

åª3�é�Ûª5�ïuÙª;9×²;8ßQÙ$×2Ýª57<25�5�ã�;8/w×2/
G′ ∈
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Ü�;M×2ÝªßQè�×kèV/w5o695g/²/�Øo1,×²5oáQßJ<²é\14ÙVÛ
σ
1ÅèªÙª;9ÚÆéB;8Ùªá³/²èª3u/w×²;9×²è�×2;9ßJÙ$ÚÆßQ<

G′
/²èuØTÝ�×²Ýu14×

G = σ(G′)
çW�¨5³ø�Ùªß,Ü 3�é¨:-Ýª5oßQ<257Ö ü�×2Ýu1,×

Gk ∩ Gr

;­/�685o1Q<²Ùu1Q3ª685©ÚÆ<2ßQÖ /0×2<²èVØ�×²èu<21Q6
5�ãª14ÖâÞª685o/�1QÙuÛ³ÚÆ<2ßQÖ"/0×2<²;8ÙªáJ/oç �¬57×

D
3*5�1âØTÝu14<T1QØ�×²57<2;­/0×2;8Ø�/w57×-ßQÚ�/w×²<2èuØ�×2èª<T146�5�ãª1QÖÅÞu695g/

ÚÆßQ<
G′

êH/w5o5·ð8ñgüqõÆí�ç
G′

;8/©<257áQèu681Q<oåµ/²ß
D
;8/©ßQÙª68é§Ö\1QÛ�5�ß4ÚH�V14×Å/w×²<2èuØ�×2èª<²5g/�Ü�;9×²Ý

FA;9ÙB×²5o<²ÙV146kÙªß�Û�5g/7ç
G′

Ýu1J/\Ùªß)èu/²57685o/2/³Ø714×²5oáQßQ<2éQå¯/²ß);M×�3V5o69ßJÙªáJ/Å×2ß§×²Ýª5`<25o/²èª69×³ß4Ú�×²Ýu5
ÿ 4 1468áQßQ<2;9×²ÝªÖ ð9ñqüqõ Ü�ÝªßJ/²5³;8ÙªÞªè�×T/Å1Q<²5

k
14ÙuÛ

D
ç¯:-Ýª;­/©ÖÅ5g14Ùu/�×²Ýu14×�×2Ýª57<25�57ã�;­/w×2/�1



èªÙª;9ÚÆéB;8Ùªá$/wèª3V/0×2;M×2è�×²;8ßQÙ
ρ
ÚÆßQ<

GF (D)
/²èuØTÝ�×2Ýu1,×

G′ = ρ(GF (D))
ç8��ß

G = σ(G′) =
σ(ρ(GF (D))

ç��¬5�×
τ = σ ◦ ρ

å�Ü�Ýª;8ØTÝ�;­/�1ÅèªÙª;9ÚÆéB;8Ùªá³/²èª3u/w×²;9×²è�×2;9ßJÙ$ÚÆßQ<
GF (D)
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Öâ1JÛ�5\ß4Ú-ßQÙu69éQ�V1,×�/w×²<2èuØ�×2èª<25o/oå¬14ÙuÛ¨×²ÝV1,×�×²Ýu57éÇ3V5o69ßJÙªá$×²ß�×²Ýu5³<²5g/wèu6M×�ßQÚ'×2Ýª5³ÿ 4 1469ä
áQßQ<2;9×²ÝªÖ�Ü�ÝªßJ/²5�;8ÙªÞªèª×�;­/�×2Ýª;8/�ØTÝu1Q<21JØ�×257<2;8/w×²;­Ø�/²1QÖâÞª695Jç*:-Ýu;8/�/wèuáQáQ5g/0×T/k14Ù¨1QÛª1QÞ�×214×²;8ßQÙ
ß4Ú'ù�1QÙu14úg1qÜ 1uû /k/w×21QÙuÛª1Q<2Û`1Q69áJßQ<2;M×2ÝªÖ"×²ß$695g14<2Ù�×²Ýª5\Ø7681J/²/

Gk,σ

ÚÆ<2ßQÖ /w×²<2;9ÙªáB/©êH/w5o5Åþ±6Mä
áQßQ<2;9×²ÝªÖ ñgí�ç�:-Ýª5�Öâ1Q;9Ù$Û�;9î*5o<²5oÙuØ�5�3V57×0Ü'5o57Ù�×²Ýª;­/-1468áQßQ<2;9×²ÝªÖ 14ÙVÛ�ù�14ÙV14úo1qÜ-1ªû /¯;­/'×²Ýu14×
Ùªß4×â14686'3ª;8Ùu1Q<²éÇ3ª<T14ÙuØTÝª;8Ùªá`/w×²<2èuØ�×2èª<25o/�Ùu575oÛ)×²ß·3*5�1J/²/²ß�Ø�;­1,×25oÛÇ×²ß¨5o1JØTÝ /0×2<²;8Ùªá ��;M×Å;8/
57ÙªßJèªáQÝ�×2ß$1J/²/²ß�Ø�;­1,×25¥�V1,×�/w×²<2èuØ�×2èª<²5g/±Ü�;9×²Ý
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;8ÙB×²57<2Ùu1Q6�Ùªß�Û�5g/7ç�ÿ è�×gåV×2ß�5oÙu/²èª<²5�×²Ýª5

Ø�ßQÙ�æJ57<2áQ57ÙVØ�5\ß4Ú�×2Ýª;­/Å1Q69áJßQ<2;M×2ÝªÖ�å8�V14×â/w×²<2èuØ�×²èª<25o/�Ü�;9686-3V5�1Q/2/wß�Ø7;814×²5oÛ§ßJÙª68é¨×2ß·;8ÙªÞªè�×
/0×2<²;8ÙªáJ/©ÙªßQ×â1Q69<25o1JÛ�é§<²5gØ�ßQáJÙª;8ú75oÛýê�1Q/2/²ß�Ø7;814×²5gÛ)Ü�;M×2ÝD1QÙBé /w×²<2èuØ�×²èª<25gí�3�é¨×2Ýª5�Ø�èª<2<257ÙB×
ÝBé�Þ*ß4×2Ýª5o/²;8/ áJ<21QÖÅÖ\1Q<2/�êÆ<257Öâ57Ö©3V5o< ×²Ýu14×

a3b3
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ó©3uè�×kÙªß4×kÜ�;9×²Ý�1��V14×±/0×2<²èuØ�×²èª<25gí�ç
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Gk,σ

áQ57Ùu57<T1,×²;8Ùªá
〈s0, ..., si〉

�������5� � ���
〈s0, ..., si〉
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∀i
S
si ∈ Σ+
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j ←− 0� � � ��	
� �J�
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Cj = {s0, ..., sj} \\
PhIh�
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% � LoRhRha,d2K9L�P0Y�L���L7PARcPhI0OJd2P0OJI0Y �«KiP0�

FA
KXG4P0Y²I0G�LoWuGBa4sQYTR�P0a�Y2fqY2Ih��YTWXYT¤�YTG,P«ao¡

Cjm � Lo@J@BWi�©¢
	§L7WM£oaoI0KiP0�B¤ P0a±��G�s�P0�BY-RhY²P
Rj,k ⊂ Gk
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�«�BaoRhY-RcPhI0KXGB£±WMLoGB£oO�L7£gYksJa,Y2R�GBa7P¯KXGBdTWXO�sQY
{sj+1, ..., si}
 �

j ←− j + 1� � ��� � ���
j = i + 1
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Rj,k 6= ∅��� � � � ���

Rj,k

�BL�RhY2PAao¡��¯= R«KXG
Gk,σ

�«�JagRhYkRcPhI0KXGB£�WMLoGJ£gOBLo£gYkKXGBd2WMOBsJYTR
〈s0, ..., si〉
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k
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k
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ïu<2/w×k3*57Ùª57ïª×2/�ß4Ú�×²Ýª;­/kèuÙª;Mï*Ø71,×2;9ßJÙ�;8/�×²Ýª5�×2<21QÙu/²6814×²;8ßQÙ�ß4Ú�<²5g/wèu6M×T/-ÚÆ<²ßJÖ"ßJÙª5�Û�ßJÖâ1Q;9Ù$×2ß
×²Ýª5�ß4×2Ýª57<-ßJÙª5�Ü�;9×²Ý$æQ5o<²éÅÚÆ5oÜ 5�î�ßQ<²×2/oå�14ÙuÛ$1�3*5�×²×²5o< èuÙuÛ�57<T/w×214ÙVÛ�;9Ùuá©ßQÚ¬×²Ýª5�Ùu14×²èª<25�ß4Ú
×²Ýª5�áJ57Ùª5o<21Q69;8úo14×²;8ßQÙ�ßJÞV5o<214×²ßJ<'èu/²5oÛ$;8Ù$×²Ýª5�ÿ 4É1468áQßJ<²;9×²ÝªÖ�1QÙuÛ$ù�14Ùu1Qúo1qÜ-1ªû /AÜ ßQ<2ø�ç
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èªÙª;­Û�;9<25oØ�×²;8ßQÙu1Q6�ì Õ /oç �kÙª;­Û�;8<²5gØ�×²;8ßQÙV146�ì Õ /�1Q<²5`3*5�×²×²5o<�1JÛª14Þª×²5oÛÉ×²ßë<257Þu<²5g/w5oÙJ×�ì �µä
681QÙªáQèu1QáQ5g/±ÚÆßJ<�;8Ù�ÚÆ57<257ÙuØ75âÚÆ<²ßJÖ /w×²<2;9ÙuáJ/�×²ÝV14Ù§áQ5oÙª57<T146'ì Õ /oå¬3*5oØ71Qèu/²5â×²Ýª5oéÇ1Q<²5âÖâßQ<25
Ø�ßQÙV/0×2<21Q;9Ùª5gÛ�3ªè�×¯áJ57Ùª5o<214×²5«×2Ýª5-/²1QÖÅ5-Ø�6­1Q/2/�ß4Úu6­14ÙªáJèu14áJ5o/oço:-Ýª5-Ø�6­1Q/2/
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;­/�5oæQ5oÙ�ÖâßQ<25
;9ÙB×²5o<²5g/0×2;9Ùuá�3*5oØo14èu/²5QågÚÆßQ<�5o1JØTÝ�5o695oÖÅ5oÙB×�ßQÚu×²Ýu;8/�Ø�6­1Q/2/oåo×2Ýª57<25 5�ã�;8/w×2/�1�ØTÝu14<T1QØ�×²5o<²;­/0×2;8ØA/w57×
ß4Ú:�V14×�/w×²<2èuØ�×2èª<21Q6µ57ã�1QÖâÞª695g/±Ü�;9×²Ý
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;8ÙJ×257<2Ùu146�Ùªß�Û�5o/�ßQÙu69éJç¡��ßVåV685o1Q<²Ùu;9Ùªá³×²Ýª;­/�Ø7681J/²/

ÚÆ<²ßJÖ /w×²<2;8ÙªáJ/±;8/�Ùªß4×�ÖâßQ<25�5�ã�Þu1QÙu/²;9æJ5�×²Ýu1QÙ`685o14<2Ùª;8Ùªá³;9×�ÚÆ<2ßQÖ /w×²<2èuØ�×2èª<25o/oç � ÚAØ�ßJèª<T/w5Jå
×²Ýª5Å5�ã�Þª<25o/2/w;8æ�;M×0é�ßQÚ«×²Ýª;­/�Ø�6­1Q/2/7å*Ü�Ýª;­ØTÝ·;­/�/0×2;9686¯Ùªß4×�ø�Ùªß,Ü�Ù¬å�/wÝußQèª6­Û`3*5ÅØTÝV14<T1QØ�×257<2;9úo5oÛ
ÖÅßJ<²5�Þª<25oØ7;8/²5768éQç
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681QÙªáQèu1QáQ5g/¬ÚÆ<2ßQÖ Þ*ßJ/²;9×²;8æQ5�14ÙuÛ©Ùª5oáJ1,×2;9æJ5'57ãª14ÖâÞª685o/�ê�/²èuØTÝâ1Q/ � 4 �±.'ð8ñoò4õöå,ßJ<:�±5o6957×²5�ðXôgõÆí
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