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Résumé

Cette these propose une reformulation complete de la sémantique des programmes logiques avec
contraintes dans la lignée de la vision grammaticale de la programmation logique [P. Deransart et
J. Maluszynski 1993]. La sémantique généralise les sémantiques classiques [J. Jaffar et J-L. Lassez
1987] basées sur une interprétation ou une théorie pour la sémantique du langage des contraintes.
De plus, elle tient compte de I'incomplétude des solveurs de contraintes. Les résultats connus sont
retrouvés. Cette reformulation est particulierement bien adaptée pour étudier le diagnostic dé-
claratif d’erreur [E.Y. Shapiro 1982] des programmes logiques avec contraintes. Diverses notions
d’erreurs sont définies et des algorithmes de diagnostics sont proposés. Ils sont comparés avec
certaines techniques élaborées pour la programmation logique pure.
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lettes, arbre SLD, définitions inductives, arbres de preuve, diagnostic déclaratif d’erreur, correction
partielle, débogage, validation.

Abstract

This thesis proposes a full reformulation of the Constraint Logic Program semantics following the
Grammatical View of Logic Programming [P. Deransart et J. Maluszynski 1993]. Our semantics
genralizes classical semantics [J. Jaffar et J-L. Lassez 1987] based on an interpretation or a theory
for the contraint language semantics. Moreover, it takes into account incompleteness of the contraint
solvers. Known results are revisited. This reformulation is particularly adapted to study Declarative
Error Diagnosis [E.Y. Shapiro 1982] of Constraint Logic Programs. Several notions of errors are
defined and diagnosis algorithms are proposed. They are compared with some technics developped
for pure Logic Programming.
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Introduction

On n’écrit pas un programme seulement pour qu’il produise des résultats. On souhaite de plus que
ces résultats soient justes. Il arrive qu’un calcul fournisse un résultat non attendu. Il s’agit par
conséquent d’un calcul qui termine et le résultat non attendu est symptéome d’une erreur dans le
programme. [’absence de symptome est la correction partielle du programme. Cette correction n’est
que partielle car elle assure que les résultats fournis par les calculs finis sont justes. Le probleme
de non terminaison n’est pas abordé ici.

Pour juger si un résultat est juste, on doit disposer d’une sémantique attendue pour le pro-
gramme. Le concept d’oracle formalise cette notion de jugement : I'oracle permet d’interpréter un
résultat, méme complexe, pour indiquer s’il est attendu relativement & la sémantique attendue.

On peut distinguer deux activités duales:

1. la preuve de correction partielle;
2. le diagnostic d’erreur.

La notion commune a ces deux activités est I’erreur. Une erreur est une partie de programme
cause de 'apparition d’un symptoéme a la fin d’un calcul.

La preuve de correction partielle cherche a montrer 'absence d’erreur alors que le diagnostic
est la recherche d’une erreur quand un symptome est observé.

Le théoreme fondamental nécessaire pour le diagnostic d’erreur est : s’il existe un symptome alors
il existe une erreur. Sa contraposé (pas d’erreur = pas de symptome) est le coeur des méthodes de
preuve de correction partielle. Bien entendu, ce résultat n’est obtenu que si les notions de symptome
et d’erreur ont été correctement définies.

En général la réciproque du théoreme est fausse (i.e. il existe une erreur 7 il existe un symp-
tome). En effet, une erreur peut ne pas se manifester par un symptome: elle n’intervient dans
aucun calcul fini. Malgré tout, 'absence d’erreur est plus intéressante que ’absence de symptome:
prenons un programme erroné sans symptome, une extension du programme peut faire surgir des
symptomes dus a des erreurs du programme d’origine. D’ou l'intérét des méthodes de preuve de
correction partielle quand elles peuvent étre mises en ceuvre.

Un algorithme de diagnostic cherche a localiser une erreur associée a une notion de symptome
minimal (intuitivement le résultat non attendu d’un calcul minimal).

A cette fin, I’algorithme interroge ’oracle sur des résultats de calculs pour déterminer s’ils sont
symptomes ou non (i.e. s’ils sont attendus). L’oracle a donc la compétence d’indiquer si pour tout
calcul fini le résultat est attendu.

Ceci pose le probléeme de présentation: le résultat doit étre présenté de maniere a ce que l'oracle
(par exemple le programmeur) puisse juger s’il est attendu. Mais ce probleme dépasse le cadre du
diagnostic. En effet, les systémes doivent eux mémes présenter les résultats de maniere exploitable,
c’est-a-dire compréhensible.
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14 INTRODUCTION

Dans le cadre du diagnostic d’erreur, nous considérons donc en permanence deux sémantiques
pour un programme: sa sémantique de fait (ce qui est calculé) et sa sémantique attendue (ce qui
devrait étre calculé).

Notons que cette distinction est directement lié a Pactivité de programmation. Comme nous
I’avons précisé, concevoir un programime ne se résume pas a écrire un programme qui s’exécute,
on souhaite écrire un programme juste. Par conséquent avant méme ’écriture d’un programme sa
sémantique attendue doit étre connue du programmeur. Bien programmer suppose savoir distinguer
la sémantique de fait de la sémantique attendue.

Pour les langages déclaratifs, 'accent est mis sur ’existence d’une sémantique déclarative, c’est-
a~dire une sémantique indépendante du modele d’exécution.

Il est naturel que la sémantique attendue soit de méme nature.

C’est le concept de diagnostic déclaratif d’erreur, déclaratif signifiant que I'oracle juge un résul-
tat indépendamment du comportement opérationnel du systeme qui exécute le programme. Pour
un langage déclaratif il est essentiel de considérer une notion d’erreur déclarative.

Le cadre de cette these est celui de la Programmation Logique avec Contraintes (PLC). Un des
avantages des langages de PLC est leur sémantique déclarative dont 'utilisation est aussi confirmé
par des applications industrielles récentes.

Il serait incohérent pour ces langages de n’utiliser que des outils de mise au point de bas
niveau : il est important de se doter d’outils qui ne font appel qu’a une connaissance déclarative des
propriétés attendues du programme. De plus, le comportement opérationnel des systemes de PLC
est relativement complexe.

Les langages de PLC sont vus comme des langages du paradigme de programmation relationnelle
(comme il existe la programmation impérative ou la programmation fonctionnelle).

Un systeme de PLC est paramétré par une structure qui fournit la sémantique des contraintes
(i.e. des relations pré-définis). Par exemple une interprétation du langage des contraintes.

Un programme est la définition de nouvelles relations qui étendent les relations pré-définies.
Sa sémantique attendue pourra par exemple étre définie comme une interprétation du langage du
programme. Cette interprétation prolonge l'interprétation du langage des contraintes.

En fait, le programme cherche a axiomatiser I'interprétation attendue, c’est-a-dire qu’on veut
que l'interprétation attendue soit un modele du programme (en réalité un modele du complété du
programme).

La particularité du paradigme de programmation relationnelle est I'indéterminisme.
On peut considérer deux niveaux de résultats calculés pour un but «— a:

1. Le calcul d’une réponse, le sens donné a une (contrainte) réponse C' est a < C (le calcul de
la réponse est fini).

Une réponse est un symptome si a «— C' est faux dans l'interprétation attendue (c’est & dire
qu’il existe une valuation v qui satisfait C' dans I'interprétation du langage des contraintes
mais ne satisfait pas a dans I'interprétation attendue);

2. Le calcul de l’ensemble des réponses (le calcul de cet ensemble est fini), le sens donné a
I'ensemble fini de réponse {Cy,...,Cp} est a <> Cy V.-V Cp,.

L’implication a <+ C7 V ---V C,, est vraie si pour tout ¢ = 1...,n I'implication a «— C; est
vraie. C’est un cas particulier du point précédent (quand le calcul de Pensemble est fini). On
s’intéresse donc seulement a 'implication a — Cy V --- V C,, pour ce type de calcul (le cas
n = 0 correspond a ce qu’on appelle couramment 1’échec fini).
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L’ensemble des réponses est un symptome si a — Cy V ---V C), est faux dans l'interprétation
attendue (c’est a dire s’il existe une valuation v qui satisfait a dans I'interprétation attendue
mais qui ne satisfait aucun des C; dans l'interprétation du langage des contraintes).

Ces deux niveaux de répomnses correspondent & deux sémantiques de fait du programme: le
premier niveau détermine la sémantique positive et le second niveau la sémantique négative du
programme.

On distingue deux niveaux de réponse: les réponses positives (appelées simplement réponses)
et les réponses négatives (appelées V-réponses).

Nous avons motivé le travail dans le cadre d’une interprétation attendue, mais de maniere plus
générale, on diagnostique des erreurs a partir de propriétés attendues qui ne constituent pas néces-
sairement une spécification complete du programme et qui ne sont pas nécessairement exprimées
par une interprétation (partielle) attendue.

Un programme logique avec contraintes peut étre vu comme un programme logique avec des
relations pré-définies et pré-interprétées dans un domaine particulier (différent du domaine de
Herbrand), mais c’est un idéal que les systémes n’atteignent pas toujours, les solveurs de contraintes
sont souvent incomplets.

D’ou la nécessité d’une reformulation des deux niveaux de calcul dans un cadre qui sépare
Paspect programmation de 'aspect satisfaction de contraintes et qui formule une sémantique dé-
clarative des programmes.

Ce cadre est adapté a ’étude du diagnostic déclaratif d’erreur. Il est basé sur la notion fon-
damentale et centrale de squelette. Le squelette regroupe dans une structure arborescente toute
I'information déclarative (utile pour le diagnostic) issue d’un calcul. C’est a partir des squelettes
que sont parfaitement définis les deux niveaux de réponses associés aux deux niveaux de calculs:
le squelette représente un état de calcul.

Le chapitre 1 rappelle les définitions utiles dans cette these. Il est constitué de trois sections: les
rappels sur les arbres, sur les définitions inductives et sur les langages de programmation logique
avec contraintes.

Le chapitre 2 démarre la reformulation de la sémantique des programmes. Il présente la sé-
mantique opérationnelle. On y trouve les définitions de squelettes, état de calcul, dérivation SLD,
arbre SLD, réponse et V-réponse. La notion habituelle de test de satisfiabilité d’une contrainte est
abstraite par un critére de rejet, ainsi on rend compte de 'incomplétude éventuelle du solveur de
contraintes.

Le chapitre 3 présente les types de sémantiques déclaratives habituellement étudiés: la séman-
tique déclarative selon une interprétation du langage des contraintes et la sémantique déclarative
selon une théorie dans le langage des contraintes. Les résultats connus sont retrouvés dans notre
cadre. Cette partie explique clairement la terminologie “sémantique positive” et “sémantique néga-
tive”. Pour continuer a donner une sémantique de nature déclarative quand le solveur de contraintes
est incomplet, on étend le critere de rejet a une relation de couverture. La notion de couverture
d’une contrainte par un ensemble (éventuellement infini) de contraintes (réponses) abstrait la notion
de couverture dans une interprétation ou une théorie.

Le chapitre 4 termine cette these par I’étude du diagnostic déclaratif d’erreur. Il met comple-
tement a profit la reformulation des deux chapitres précédents. On présente un premier schéma
général pour le diagnostic basé sur les définitions inductives. Dans ce cadre, on rappelle rapide-
ment les travaux précédents sur le diagnostic déclaratif d’erreur. La section 4.3 fournit un nouveau
schéma basé sur une relation bien fondée, pour I’étude des algorithmes de diagnostic d’incorrection,
fondé sur la constatation que ces algorithmes ne cherchent que des éléments minimaux parmi les
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symptomes. Dans ce cadre nous étudions le diagnostic d’incorrection positive et le diagnostic d’in-
correction négative. Le premier correspond au probleme de réponse fausse et considere le niveau de
calcul “positif” (calcul d’une réponse). Le second correspond au probleme de réponse manquante
et considere le niveau de calcul “négatif” (calcul de I’ensemble des réponses). Le nouveau schéma
montre tout son intérét pour I’étude des symptomes liés au second niveau de calcul: il permet
de comprendre des algorithmes qui étaient connus dans le cadre plus simple de la programmation
logique, mais qui n’étaient pas expliqués formellement. En fait ces algorithmes sont des algorithmes
de recherche d’incorrection (non des optimisations d’algorithmes de recherche d’insuffisance, une
autre notion de diagnostic pour les réponses manquantes) sur une structure complexe qui devient
simple grace au second schéma et a notre définition des arbres SLD. De plus on donne une famille
beaucoup plus large d’algorithmes (que celle connue pour la programmation logique) qui permet
des optimisations auparavant impossibles. Enfin, on esquisse une autre méthode, plus classique,
pour le probleme des réponses manquantes: le diagnostic d’insuffisance.

“Above all, the book conveys the excitement of using Prolog — the thrill of declara-
tive programming. As the authors put it “declarative programming clears the mind”.
Declarative programming enables one to concentrate on the essentials of a problem,
without getting bogged down in too much operational detail. Programming should be
an intellectually rewarding activity. Prolog helps to make it so. Prolog is indeed, as the
authors contend, a tool for thinking.”

Foreword by David H. D. Warren, The Art of Prolog [90], page xi.

C’est encore plus vrai en programmation logique avec contraintes !



Chapitre 1
Préliminaires

Nous présentons dans ce chapitre les préliminaires utiles a cette these.

Nous commencons par définir les arbres dans la section 1.1. La notion d’arbre est au cceur
de notre travail. Notre définition est équivalente a celle que l'on trouve habituellement dans la
littérature.

Dans la section 1.2 nous rappelons les principes généraux des définitions inductives. Les défini-
tions inductives seront largement utilisées dans les chapitres 3 et 4.

Enfin, dans la section 1.3 nous présentons la syntaxe que nous utiliserons pour les programmes
logiques avec contraintes et nous introduisons quelques notations et la terminologie correspondante.

1.1 Arbres

Définition 1.1.1 Arbre

Un arbre est une paire (E,R), ou E est 'ensemble des nceuds, appelé domaine de arbre, et R est
une relation binaire sur E, appelée relation de parenté, tels qu’il existe un unique élément r € F,
appelé la racine de l’arbre et notée root((E, R)), E, R,r vérifient :

e pour tout e € E: (r,e) € R* (R* est la cloture réflexive transitive de R, cf. annexe A);
. ()¢ R
e pour tout e € E'\ {r}, il existe un unique €' € E, appelé le pere de e, tel que (¢',e) € R;

Soit (E,R) un arbre. Si (e,e;) € R alors ey est appelé un fils de e. De plus, si (e,es) € R,
ey # eq, alors ey est appelé un frére de es. Une feuille e est un noeud qui n’a aucun fils (pour tout
e’ € E:(e,e’) € R). Un descendant de e est un nceud e’ tel que (e,e’) € RT. Une branche de 'arbre
est une suite de nceuds telle que:

e le premier noeud de la suite est la racine;
e tout nceud de la suite, excepté le premier, est un fils du nceud qui le précede dans la suite;
e la suite est infinie ou son dernier nceud est une feuille.

L’arbre (E, R) est bien fondé s’il ne contient pas de branches infinies (en termes plus formels, si
R~ est bien fondée). De plus, si E est fini, sa profondeur est la longueur de sa plus longue branche
moins 1.

17
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Figure 1.1 : Représentation graphique d’un arbre (orienté)

Un arbre orienté est un arbre (E, R) muni d’une famille d’ordres (stricts) {<}ecp, i-e. un triplet
(E,R,{<c}ecE), tel que, pour tout nceud e: <, est un ordre total (strict) sur ’ensemble des fils de
e.

Ezemple 1.1.1 Arbre
Soit E = {£,0,00,1,2,01}, R = {(,0), (<, 1), (0,00), (0,01), (c,2)} et <.= {(0,1),(0,2),(1,2)},
<o={(00,01)} et <gp=<1=<p1=<2= 0.

(E, R) est un arbre (bien fondé et méme fini), € est sa racine, 0 est un fils de £, 00 est un freére de
01, 01 est une feuille, 00 est un descendant de ¢, et € 0 01 est une branche. Sa profondeur est 2.
(E,R,{<c}ecr) est un arbre orienté.

L’arbre (E, R) (ou l'arbre (E, R, {<c}ecr)) sera représenté comme sur la figure 1.1.

Parfois nous représenterons les arbres par des triangles comme dans la figure 1.3.

Un arbre étiqueté est un quadruplet (E, R, F, L), ou (E, R) est un arbre, F' est son ensemble
d’étiquettes et L est sa fonction d’étiquetage de E dans F. On dit que (E, R, F, L) est étiqueté par
F et qu’il est enraciné par f si f est ’étiquette de sa racine.

Dans l'utilisation des arbres orientés étiquetés, on s’intéresse souvent plus a la relation de
parenté, aux ordres entre les fils et a la fonction d’étiquetage qu’a la nature méme des nceuds. Pour
ces arbres, sont définis des domaines d’arbre appelés domaine d’arbre standards.

Définition 1.1.2 Domaine d’arbre standard
Un domaine d’arbre standard est un ensemble E de suites finies d’entiers, notées comme des mots

sur IN (voir section A.2), i.e. E est un langage' sur IN, tel que, pour tout N € IN*, pour tout
(m,n) € IN?:

e ccl;
¢ st N-n€ FE alors N € E;

e siN-neFEetm<nalors N-m € E.

Ezemple 1.1.2 Domaine d’arbre standard
Le domaine de larbre de I’exemple 1.1.1 est un domaine d’arbre standard (voir figure 1.1).

L’arbre orienté sur le domaine d’arbre standard E est l'arbre (E, R,{<n}ner) défini par:

e ¢ est sa racine;

!Ne pas confondre la notation IN* qui désigne Pensemble des suites finies d’entiers avec la méme notation utilisée,
parfois, pour désigner ’ensemble des entiers strictement positifs.
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Figure 1.2 : Représentation d’un arbre orienté étiqueté

e pour tout nceuds N et N de E: (N,N') € R si et seulement si il existe n € IN tel que
N' =N -n;

e 'ensemble d’ordre {<n}nep est défini par: pour tout N € E, soit N-m et N -n deux fils de
N, N-m<y N -nsim<n.

Remarque. Si N est un nceud d’un arbre sur un domaine d’arbre standard alors les fils
de N sont les noeuds de la forme IV - n avec n € IN. Si NV - nq est un nceud de 'arbre
(ny € IN) alors les freres de N - ny sont les nceuds de la forme N - ny avec ng € IN,
N9 75 ni. o

La profondeur d’un arbre sur un domaine d’arbre standard fini E correspond a la longueur du
mot le plus long de F.

Un arbre orienté sur un domaine d’arbre standard E est, par définition, entierement caractérisé
par E. Dans la suite, on omet R et {<x}nyecE et on le note E.

Naturellement, on peut définir des arbres qui sont a la fois orientés et étiquetés, mais ici nous
n’avons besoin que de la définition suivante:

Définition 1.1.3 Arbre orienté étiqueté
Un arbre orienté étiqueté est un triplet (E, L, F'), oi E est un domaine d’arbre standard, F est un
ensemble d’étiquettes et L est une fonction d’étiquetage de E dans F'.

Ezemple 1.1.3 Arbre orienté étiqueté
Reprenons 'arbre orienté (F, R, {<,}ecr) de 'exemple 1.1.1. Soit F' = {a,b,¢,d,e,f} et L: E — F
définie par: L(e) = a, L(0) = b, L(1) = d, L(2) = f, L(00) = c et L(01) = e.

(E,F,L) est un arbre orienté étiqueté. Un arbre orienté étiqueté est représenté comme un arbre

excepté, qu’on indique P'étiquette a la place du noeud (voir figure 1.2).

Afin d’alléger le texte, on utilise les notations suivantes: si T" est un arbre orienté étiqueté, on
note

e domr son domaine d’arbre standard ;

e lab7 sa fonction d’étiquetage.

Soit T = (domr,laby, F) et T" = (dompn,labpn, F) deux arbres orientés étiquetés par F. La
greffe de T" sur le nceud N € domp dans T est I'arbre orienté étiqueté T" = (domyv, labyr, F'), noté
graft(T, N, T"), défini de la maniére suivante: (voir figure 1.3)

e domp = {N' € domp | N n’est pas un préfixe de N'}U{N - N" | N" € domqn};
e pour tout N’ € dompr,si N' = N-N" alors labp(N') = labpn (N") sinon labp (N') = labp(N')
(en particulier, 'étiquette de N est celle de la racine de T").

On dit que T" est Parbre enraciné en N dans graft(T, N, T").



20 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES
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Figure 1.3 : graft(T, N, T")

1.2 Définitions inductives

graft(T, N, T"

Nous présentons dans cette section le cadre des définitions inductives [1]. Ce cadre sera largement
utilisé dans le chapitre 3 pour définir des sémantiques déclaratives et dans le chapitre 4 pour définir
un schéma général de diagnostic déclaratif d’erreur.

Soitt £ un ensemble. Une régle sur 'ensemble E est une paire notée z «+— X, ou X C F est
P’ensemble des prémisses et € E est la concluston. Une regle est finitaire quand ’ensemble de ses
prémisses est fini.

Soit ® un ensemble de regles sur E. L’opérateur associé a ® est Vopérateur Ty : 2F — 2F tel
que Tp(I) = {r € E|3X C I,z +— X € ®}. Ty est monotone? (pour l'inclusion sur 2%).

Preuve. Tg est monotone:
Soient I C J deux sous-ensembles de E'; si x € Tg([) alors il existe X C I tel que
x—Xed douzxeTe(]). ]

Réciproquement, on peut montrer que tout opérateur monotone sur 2 est Popérateur associé
d’un systeme de regles sur E.

Définition 1.2.1 Ensemble clos par un opérateur monotone
On dit que I C E est clos® par Ty si Te(I) C I.

De tels ensembles existent toujours, e.g. ’ensemble des conclusions des regles de ®.

Définition 1.2.2 Ensemble défini inductivement par un opérateur monotone
L’ensemble défini inductivement par ® (ou par Ty ) est ind(®) = N{I € 2P | Tp(I) C I}.

L’intersection d’une famille d’ensembles clos par Tg est close par Tg. En fait, ind(®) est le plus
petit ensemble clos par Tg. Donc, si I est clos par Tg alors ind(®) C I. C’est le principe général
de preuve par induction: pour montrer que ind(®) C I, il suffit de montrer que I est clos par Tg.

2Nous employons ici le terme opérateur monotone pour désigner un opérateur croissant. Cette terminologie issue
de l’anglais est de plus en plus utilisée; a ’origine, un opérateur monotone désigne un opérateur soit croissant soit
décroissant.

3Un ensemble clos par T est aussi appelé un pré-point fize de Ts.
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Preuve. L’intersection d’une famille d’ensembles clos par Tg est close par Ty :

soit {I;}jes une famille d’ensembles clos par Ty, soit © € To(Njcs ), il existe z «
X € @ tel que X C (¢, /j, donc x € I}, pour tout j € J, par conséquent z € ;¢ ;.
[

ind(®) est aussi le plus petit I tel que To(I) = I, i.e. le plus petit point fize de Ty, noté
pppf (Ts).

Preuve. ind(®) est le plus petit point fize de Ty :

ind(®) est plus petit que tous les points fixes de T puisque les points fixes de Ty sont
clos par Tg. Tg(ind(P)) est clos par Ty (ind(P) est clos par Ty et Ty est monotone)
donc ind(®) C Te(ind(P)). ind(P) est un point fixe de Tp. Nous avons utilisé le principe
de preuve par induction. [

On retrouve, un cas particulier du théoreme de Knaster-Tarski [57] mais la démonstration est
ici triviale car (2%, C) est un treillis complet.

Définition 1.2.3 Opérateur monotone compact
Un opérateur Ty : 2F — 2F est compact si, pour tout I C E, pour tout x € Te(I), il existe une
partie finie Iy C I telle que x € To(Iy).

Lemme 1.2.4 Si les régles de @ sont finitaires alors opérateur Te est compact.
Preuve. L’ensemble des prémisses d’une regle est fini. ]

“A note on terminology. Monotone, compact operators are generally called continuous
operators in the literature, because in the right topology they are continuous functions.
In mathematical logic, the Compactness Theorem says: Any statement that is a logical
consequence of a set of statements S is a logical consequence of some finite subset Sy of
S. The compactness of the operators [...] can be seen as a special case of this result of
logic. Since the role of finiteness is central to our work here, while topological notions
are peripheral, we have choosen to refer to compact, rather than continuous operators.”

Melvin Fitting, [45], page 62.

Il n’est rien a ajouter a cette citation de Fitting qui explique pourquoi nous ne parlerons pas
de treillis, partie dirigée, continuité, etc.

Le plus petit point fixe de Ty peut s’obtenir a partir des itérations ascendantes (des puissances
ordinales?) de T :

e Ts 10=10;
e Tp T a+1=Tp(Tp T «) pour tout ordinal successeur o + 1;
® Tp | B=Ua<pTo T @ pour tout ordinal limite f3.

D’apres le théoréeme de Knaster-Tarski [57], il existe un ordinal «, appelé ordinal de fermeture de
Ts, tel que pppf(Tp) = Ty | . De plus, si T est compact alors pppf(Te) = Tep | w (w est le
premier ordinal limite).

4 o . . . . T e . .
Nous ne redéfinissons pas les ordinaux, qui ne sont qu’une notion intermédiaire peu utilisée dans ce travail.
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Preuve. SiTg est compact alors pppf(Te) =Tp T w:

e Ty T west clos par Ty : Soit € Te(Te T w). Comme Ty est compact, il existe un
ensemble fini Iy C Tp | w tel que x € Tg(Iy). Comme Ty T n' C Te T n' + 1, pour
tout n’ € IN, alors il existe n € IN tel que Iy C Te T n. Comme To est monotone,
r€Te Tn+1CTs T w. Donc Te T w est clos par T.

e Tp | w est le plus petit ensemble clos par Tg : Soit I clos par Tg. Te 10 =0 C I,
siTe TnCTlalorsTe Tn+1CTe(I) CI.Donc Ty Tw C 1.

Donc Ty T w = ind(®) = pppf (Ts). [
Du point de vue dual,

Définition 1.2.5 Ensemble supporté par un opérateur monotone
On dit que I C E est supporté® par Ty si Te(I) D I.

Définition 1.2.6 Ensemble défini co-inductivement par un opérateur monotone
L’ensemble défini co-inductivement par ® (ou par Tp) est coind(®) = J{I € 2¥ | Te(I) D I}.

L’union d’une famille d’ensembles supportés par T est supportée par Te. coind(P) est le plus
grand ensemble supporté par Te. Donc, si I est supporté par Ty alors coind(®) D I.

Preuve. L’union d’une famille d’ensembles supportés par Tg est supportée par Tg :
soit {I;};es une famille d’ensembles supportés par Ty, soit = € Ujes Lj, il existe jo € J
tel que x € Ij; et il existe x « X € ® tels que X C [, donc X C J;c;I;, soit

Jo>»

coind(®P) est aussi le plus grand point fixe de T, noté pgpf (Ts).

Preuve. coind(®) est le plus grand point fixe de Ty :

coind(®) est plus grand que tous les points fixes de Ty puisque les points fixes de T
sont supportés par Tg. Te(coind(P)) est supporté par Te (coind(P) est supporté par
Tp et Tep est monotone) donc coind(®) D Te(coind(P)). coind(P) est un point fixe de
T@. ]

Le plus grand point fixe de Tg s’obtient & partir des itérations descendantes de T :
e T3 |0=F;

e Tp | a+1=Tp(Tp | @) pour tout ordinal successeur o + 1;

® Tp | B =acp Ty | @ pour tout ordinal limite .

D’apres le théoreme de Knaster-Tarski [57], il existe un ordinal « tel que pgpf(Te) = Tp | a.
Notons que Ty compact n’implique pas pgpf (Te) = Te | w (figure 1.4).

5Un ensemble supporté par T' est aussi appelé un post-point fize de T.
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b=T10CT11C---CTTa=pppf(T) Cpgpf(T)=T|BC---CT|1CT]|0=F

Si T est compact alors a = w suffit.

Figure 1.4 : Itérations d’un opérateur monotone T sur (27, C).

1.2.1 Arbres de preuve

On suppose que toutes les régles de ® sont finitaires (donc T est compact).

Un arbre de preuve pour ® est un arbre fini sur un domaine d’arbre standard, étiqueté par F,
tel que si = est I’étiquette d’un nceud et X est I’ensemble des étiquettes de ses fils alors © «+— X € ®.
L’ensemble des étiquettes des racines d’arbres de preuve est exactement ind(®), i.e. z € ind(P) si
et seulement si x enracine un arbre de preuve.

Prewve. ind(®) = {x € E | x enracine un arbre de preuve} :

une simple preuve par induction sur IN montre le résultat plus fort: pour tout entier
strictement positif n, x € T T n si et seulement si x enracine un arbre de preuve de
profondeur inférieure ou égale a n — 1. Comme nd(®) = Ty T w, ’égalité est évidente.
[

Un oco-arbre de preuve se définit comme un arbre de preuve excepté qu’il peut étre éventuellement
infini. L’ensemble des étiquettes des racines d’co-arbres de preuve est exactement coind(®), i.e.
z € coind(®P) si et seulement si z enracine un oco-arbre de preuve.

Prewve. coind(®) = {z € E | x enracine un co-arbre de preuve} :

C Soit z € pgpf(Tg). Alors © € Te(pgpf(Ts)), donc il existe x «— X € P telle que
X € pgpf(Ts). Par itération sur les éléments de X, on définit un oo-arbre de
preuve enraciné par x.

D Supposons qu’il existe x enracinant un oco-arbre de preuve. Soit X I’ensemble des
étiquettes des noeuds de 'oco-arbre de preuve, on constate que X C Tg(X) donc
X C pgpf(Te). Or x € X donc = € pgpf (Toe).

Nous considérons parfois des regles d’une nature différente : leurs prémisses sont des suites finies
d’éléments de E (notées comme des mots sur E). Les notions d’opérateur associé, d’ensemble clos
ou supporté, sont définies a partir du systeme de regles ou les suites finies sont remplacées par
I’ensemble de leurs éléments. Les résultats précédents restent valides. Seules les définitions d’arbres
de preuve et d’oco-arbres de preuve sont modifiées. Un arbre de preuve, pour un tel systeme de
regles, est un arbre fini orienté étiqueté par E tel que:

e si x est 'étiquette d’un nceud NV ;
e si N a n fils;
e si z; est Iétiquette de N - (i —1),i=1,...,n;

alors © « x1 -+ -z, est une regle du systeme.
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Ezemple 1.2.1 Arbre de preuve
Soit E ={a,b,c,d,e, f,g,h,i} et

a <« bdf, c—h, h+u1,

a<—4g, d(—&‘, h<_ga
d = .

b—ce, e«—e, 1< h

c— &g, f+—e, 1+ abh

L’arbre de la figure 1.2 est un arbre de preuve.

ind(®) ={a,b,c,d e, f} et coind(®) = {a,b,c,d,e, f,h,i}.

La différence avec les arbres précédents réside essentiellement dans le fait que l'ordre sur les
prémisses permet d’orienter les fils d’un nceud, donc d’orienter les arbres de preuve.

De plus, cette définition prend en compte la multiplicité d’un élément en partie droite d’une
regle. Ainsi deux prémisses identiques d’une regle peuvent avoir deux preuves différentes enracinées
en deux noeuds freres d’un arbre de preuve. Notons que nous aurions pu définir les regles comme
des paires constituées d’un élément de F et d’un multi-ensemble d’éléments de F.

On définit aussi, de maniere similaire, les co-arbres de preuve (orientés) pour de tels systemes
de regles. On montre que les racines des arbres de preuve et des co-arbres de preuve correspondent
respectivement au plus petit ensemble clos et au plus grand ensemble supporté (les preuves sont
identiques aux précédentes).

1.3 Programmes logiques avec contraintes: langage, notations,
terminologie

Considérons une fois pour toute quatre ensembles disjoints qui déterminent le langage des pro-
grammes :

e un ensemble infini dénombrable de variables V' ;

e un ensemble dénombrable de symboles de fonction 3 ;

e un ensemble dénombrable de symboles de prédicat de contrainte 11, ;
e un ensemble dénombrable de symboles de prédicat de programme II,,.

On suppose que chaque symbole est muni de son arité.

On note var(FE) Pensemble des variables ayant une occurrence libre dans E, ou E est une formule
du langage du premier ordre construit sur (V, X, II. UIL,).

Définition 1.3.1 Renommage de variables
Un renommage de variables est une injection 6 de V dans V (i.e. pour toute paire de variables

distinctes x,y de V : 0(z) # 0(y)).

Un renommage de variables 8 s’étend en une fonction, notée également 6 et appelée renommage,
des expressions du langage dans les expressions du langage de la fagon usuelle. On utilise la notation
habituelle suffixée pour les renommages, c’est-a-dire, si E est une expression alors ’application de
0 a E est notée EO.
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Un atome est une formule atomique particuliere de la forme p(zy, ..., z,) construite sur (V, 0,1I,),
ou ri,...,T, sont n variables distinctes de V', n est 'arité de p € II,. Soit ATOM l’ensemble des
atomes. Les notations introduites dans la section A.2 sont utilisées pour noter les suites finies
d’atomes® (en particulier, la suite vide est notée ).

Soient # un renommage et ajas---a, une suite finie d’atomes, (ajas---a,)0 est la suite finie
d’atomes a10as0 ---a,f. L’ensemble des variables libres d’une suite finie d’atomes aq---a, est

var(ay - - ap) = Ui=1, . var(a;).

L’ensemble des contraintes basiques” CONST est un sous-ensemble du langage du premier ordre
construit sur (V,X,I1.). On suppose qu’il contient les contraintes atomiques (formules atomiques
du langage) et qu’il est clos par renommage des variables.

Remarque. Dans un soucis de généralité, nous avons défini CONST comme un sur-
ensemble des contraintes atomiques pouvant inclure éventuellement des formules plus
générales, contenant par exemple des quantifications universelles, des disjonctions, des
négations, etc. &

Considérons le plus petit ensemble de formules qui contient CONST et qui est fermé par conjonc-
tion. C’est I'ensemble des comjonctions de contraintes basiques. Deux conjonctions de contraintes
basiques sont équivalentes si elles sont construites a partir du méme ensemble de contraintes ba-
siques. Un store pur est une classe d’équivalence de conjonction de contraintes basiques selon cette
relation d’équivalence. En pratique, un store pur est noté par n’importe quel élément de la classe
ou par I’ensemble de ses contraintes basiques®.

Considérons maintenant 'ensemble des quantifications existentielles de conjonctions de contraintes
basiques. Deux formules de cet ensemble dxq - - - Az, F et Jyq - - - Ay, G, ou F et G sont des conjonc-

tions de contraintes basiques, sont équivalentes si:
e clles ont le méme ensemble de variables libres;

e il existe un renommage 6, tel que 2 = x pour toute = &€ {y1,...,yn} et tel que F et GO
appartiennent au méme store pur.

On utilise les notations suivantes pour désigner les classes d’équivalences de quantification existen-
tielle de conjonction de contraintes basiques (en plus des éléments de la classe eux-mémes), ou F
est une conjonction de contraintes basiques et Z est un ensemble fini de variables:

e J;F,ou % = {x1,...,x,}, désigne la classe Jx; --- Jz, F;
o JF désigne la classe Jyqr(p) F';

o J_;F est la classe Jyqr(py\zF';

e J_,F, ol a est un atome, est la classe 3_ ;o) F.

On étend la relation d’équivalence sur les quantifications existentielles de conjonction de contraintes
basiques au plus petit ensemble contenant CONST fermé par conjonction et quantification existen-
tielle en utilisant les transformations habituelles permettant de réécrire ces formules sous la forme de

5Une suite finie d’atomes est notée comme un mot sur 'alphabet ATOM.
"La terminologie contrainte basique a été empruntée 4 Fages [39].
80n confond souvent conjonction de contraintes basiques et ensemble fini de contraintes basiques.
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quantifications existentielles de conjonction de contraintes basiques. Un store est une classe d’équi-
valence selon cette derniere relation. Nous notons STORE I’ensemble des stores. Remarquons qu’un
store pur est un store.

Si 6 est un renommage et C est un store pur dont F' est un représentant alors C'0 est le store
pur dont un représentant est F'@, i.e. on applique 6 a chacune des contraintes basiques de F'; C8 est
un store pur car CONST est fermé par renommage des variables. Soit C' un store pur, ’ensemble
des variables libres de C, noté var(C'), est la réunion des variables libres des contraintes basiques
qui constituent C.

Si 3_;C est un store (C est une conjonction de contraintes basiques) alors (3_zC)8 =33 CH.
L’ensemble des variables libres de 3_;C' est var(3_;zC) = Z Nwar(C).

Les stores (purs) se comportent comme les formules qu’ils représentent pour: la conjonction, la
quantification existentielle, le renommage, I’ensemble des variables libres. Dans la suite, on confond
completement le store avec un de ses éléments, sachant qu'’il est défini a une équivalence pres: celle
décrite ci-dessus.

Remarque. Les algorithmes de test de satisfaction d’ensemble de contraintes basiques®

ne peuvent manipuler que des ensembles (ou conjonctions) de contraintes basiques. Les
définitions qui précedent ne servent qu’a exprimer le fait que nous souhaitons consi-
dérer certaines formules comme équivalentes, sans toutefois considérer nécessairement
équivalentes deux contraintes basiques logiquement équivalentes. En effet, les systemes
de PLC utilisent souvent, pour des raisons d’efficacité, des algorithmes de test de sa-
tisfaction de contraintes incomplets. Or, il se trouve que ces algorithmes n’ont pas le
méme comportement pour des conjonctions de contraintes basiques qui sont pourtant
logiquement équivalentes comme le montrent ’exemple 1.3.1 et 'exemple 2.2.3. O

Ezemple 1.3.1 Solveur incomplet de CLP(R)
Le solveur de contraintes de CLP(R) fournit trois types de réponses: yes le store est satisfiable,
no le store est insatisfiable, maybe il ne peut statuer sur la satisfiabilité du store.

Il répond yes pour x X x =1 Ax =1 et maybe pour z X x = 1, néanmoins:

Edr(zxz=1Az=1) - Jz(z xz =1)

ou |= F signifie que F est conséquence logique de la théorie vide, i.e. F' est une tautologie.
Il répond no pour z =1 Az =0 et maybe pour x X x =1 Az X x = 0, néanmoins:

E-dz(zr=1Az=0)—-Jz(zxz=1Azxx=0)

Remarque. Les trois ensembles de formules que nous avons considéré,
e '’ensemble des conjonctions de contraintes basiques,
e ’ensemble des quantifications existentielles de conjonctions de contrainte basiques,
e le plus petit ensemble contenant CONST fermé par conjonction et quantification
existentielle,

correspondent & trois notions essentielles (voir chapitre 2):

e la fermeture par conjonction est indispensable pour décrire le mécanisme de résolu-
tion qui consiste a accumuler des contraintes basiques sous forme d’une conjonction
(un store pur) afin de construire une réponse a un but;

°0n les appelle plus simplement solveur de contraintes.
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e les quantifications existentielles de conjonctions de contraintes basiques sont, quant
a elles, essentielles pour projeter la conjonction de contraintes basiques, accumulées
au cours de la résolution, sur les variables libres du but afin d’abstraire les noms
arbitraires des autres variables éventuellement apparues lors de la résolution (on
obtient un store);

e enfin, la fermeture par conjonction et quantification existentielle est nécessaire pour
montrer la “compositionalité ET” [7, 39, 48] de la sémantique, c’est-a-dire que les
réponses obtenues pour une suite finie d’atomes ne dépendent que des réponses
obtenues pour chacun des atomes.

<

Définition 1.3.2 Clause
Une clause est un triplet, noté a «— C' O A, ot a est un atome, C est un store pur et A est une suite
finte d’atomes.

On note:

e head(a «— COA) = a, appelé la téte de la clause;

e body(a — COA)=COA, appelé le corps de la clause;

e store(a — C'OA) = C, appelé le store (pur) de la clause;

e arity(a «— COA) =n, ou n est la longueur de la suite finie d’atomes A, appelée Parité de la
clause.

Un fast est une clause d’arité nulle. On étend a nouveau les renommages et la fonction var aux
corps de clauses et aux clauses de facon évidente. On appelle variable existentielle!® de la clause
a «— C'OA tout élément de var(C O A) \ var(a).

Nous nous limitons a des stores purs dans les corps de clauses car cela correspond mieux a
la réalité des systemes. Il ne s’agit pas d’une restriction puisque les contraintes basiques sont
quelconques.

Remarque. Les atomes sont définis comme des relations sur des variables distinctes.
Cependant, nous ne perdons rien sur 'expressivité du langage :

p(tla e atn) —C Dpl(tl,la e atl,nl) t 'pm(tn,la e 7tm,nm)
s’écrit de maniere équivalente
p(x1,...,xn) «— CAzy =t A Axp =t,A\
11 =t AN ATy = A
Tm,1 = tm,l ANRRAN Tmnm, — tm,nm g
pl(xl,la cee 7971,n1) e 'Pm(CUm,l, cee 7xm,nm)

ou = désigne 'opération réalisée pour identifier les arguments d’appel d’une procédure
avec les arguments de la téte d’une clause de la définition de la procédure. Ce prédicat
est obligatoirement défini dans tous les systemes. Il fait toujours partie de I’ensemble

90n dit aussi variable locale.
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II.. La seconde syntaxe est certes plus lourde, mais elle correspond mieux a la réalité des
transformations faites par le systeme pour implanter efficacement "appel de procédure.
Ainsi nous isolons parfaitement ’aspect résolution de ’aspect test de satisfaction. Cette
restriction, appelée parfois standardisation des clauses, est tout a fait habituelle [55, 65,
38, 18, 81], elle simplifie grandement la description de la sémantique opérationnelle.

On peut remarquer, dans le méme esprit, que 'ensemble des symboles de fonction n’est
pas nécessaire. En effet, comme nous avons supposé que les arguments des atomes sont
des variables distinctes (clauses en forme standard), nous pouvons standardiser aussi
les contraintes basiques. Par exemple, une contrainte basique peut étre vue comme une
relation entre ses variables libres en ajoutant autant de prédicats de contraintes que
nécessaire a II.. Mais cela nous éloignerait de la réalité des systemes. Une autre fagon
de procéder est de définir pour chaque symbole de fonction un prédicat de contrainte
avec un argument de plus; c’est le choix fait par PROLOGIV [81, 23, 10]. Dans les deux
cas, les symboles de fonctions ne sont qu’une facilité syntaxique de la syntaxe externe
pour écrire les contraintes. Ces transformations permettent également de trouver des
modeles pour certains solveurs de contraintes incomplets [22]. <

Définition 1.3.3 Programme, Nom de clause
Un programme P est une famille de clauses. L’ensemble des indices de la famille P est noté cn(P).
Un nom de clause est un élément de cn(P) (i.e. un indice de clause).

La notion de nom de clause permet de différencier deux occurrences d’une méme clause dans un
programme. Nous verrons lors de la définition de la sémantique opérationnelle la simplicité apportée
par cette notion indispensable. Dans la suite, la clause du programme P dont le nom est u sera
désignée par clausep(u), ou plus simplement par clause(u) quand P est fixé.

Définition 1.3.4 Définition d’un prédicat de programme

La définition du prédicat de programme p dans le programme P est la sous-famille des clauses de P
dont la téte a pour symbole de prédicat p; cette famille est indicée par un sous-ensemble cn(P,p)
de cn(P).

On suppose que pour tout symbole de prédicat p € I, en(P,p) est fini.

Remarque. Dans notre cadre, un programme peut étre infini. Mais contrairement a
beaucoup d’auteurs, nous imposons que la définition d’un prédicat de programme soit
finie. En effet, si tel n’est pas le cas alors de nombreuses notions ne sont plus définies
ou deviennent mal définies (par exemple: complété du programme, arbre SLD de degré
infini, etc.). &

Ezemple 1.3.2 Fibonacci
Soit FIB le programme:

0: fib(z,y) —2x=0Ay=00¢

1: fib(z,y) —x=1Ay=10¢

2: fib(z,y) —1<zAz=x1+ 1Az =22+ 1Ay =y +y2 O fib(xy,y1)fib(z2,y2)
3 gol(w,y) — = = yO fib(x,y)

4:g02(x,y) «—x=1+10 fib(z,y)

FIB est un programme sur le langage défini par:
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{55755171527?/7?/1,?]2} - Va

{0,1,+} € %;

{<a:} c Hc;

{fib,gol, go2} C II,.

L’arité des symboles de ¥, Il et II, est donnée par le programme.

L’ensemble des contraintes basiques CONST contient: {x = a |z € V,a € term(V,X)} U{l < z |
z € V}, ou term(V,X) est 'ensemble des termes construits sur (V, X).

L’ensemble d’indices (noms de clause) pour FIB est ¢n(FIB) = {0,1,2,3,4}.

La définition de fib dans FIB est ’ensemble des clauses dont les noms sont 0, 1, 2.

Définition 1.3.5 But
Un but est un atome a, mais pour des raisons (pré)historiques, nous avons tenu a l’écrire «— a.

Nous considérons des buts atomiques plutot que des buts généraux parce qu’un but général «—
C O A définit une nouvelle relation p sur ses variables libres et il est toujours possible de considérer
un but atomique «— p(z1,...,2,), ot {z1,...,z,} = var(C OA), en ajoutant un nouveau prédicat
p a II, dont la définition dans le programme contient I'unique clause p(zi,...,z,) < COA. De
plus,

1. les réponses a un but général ne sont construites qu’en regroupant les réponses a des buts
atomiques (compositionalité ET de la sémantique) ;

2. la sémantique opérationnelle est entierement caractérisée par les réponses aux buts atomiques
[12, 39, 47];

3. le programmeur définit souvent une clause du type go(xy,...,x,) < goal, pour faciliter
I'utilisation de son programme et ainsi ne poser que des questions atomiques''. Méme si cela
n’est pas le cas, d’un point de vue théorique, on peut toujours considérer qu’un but est une
clause du programme dont on omet de préciser la téte parce qu’elle ne dépend que du but.
Son symbole de prédicat n’apparait nul part ailleurs dans le programme. Le programmeur ne
précise qu’une partie du programme, ’autre partie est 'ensemble des clauses définies par les
buts que I'on peut construire a partir des prédicats définis par le programmeur (autant de
prédicats de programme que nécessaire sont ajoutés a II,).

En procédant ainsi nous simplifions avantageusement les diverses définitions. De plus, nous retrou-
vons I’ensemble des résultats connus (y compris le lemme 3.2.33).

Pour finir nous définissons trois objets particulierement utiles a la description de la sémantique
déclarative des programmes.

Définition 1.3.6 Atome contraint, Atome couvert, Couverture locale d’atomes

Un atome contraint est une paire, notée a <+ C, ot a est un atome et C' est un store.

Un atome couvert est une paire, notée a — R, ot a est un atome et R est un ensemble de stores'?.
Une couverture locale d’atomes est un triplet, not¢ COA — R, ou C est un store, A est une suite
finie d’atomes et R est un ensemble de stores.

"Peut-étre parce que les interfaces des systémes sont généralement peu conviviales.
2Nous confondons un ensemble fini de stores avec la disjonction des stores de I’ensemble, comme nous avons
confondu un ensemble fini de contraintes basiques avec la conjonction des contraintes basiques de ’ensemble.
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Chapitre 2

Sémantique opérationnelle

Ce chapitre décrit la sémantique opérationnelle d’un programme logique avec contraintes. C’est-a-
dire, étant donné un programme P, comment construire les réponses a un but « a.

Il n’est pas question de définir une nouvelle sémantique opérationnelle. Nous ne faisons que
reformuler la sémantique habituelle dans un cadre favorable a I’étude du diagnostic déclaratif d’er-
reur. Nous mettons en avant la notion de squelette qui est intrinseque au programme (indépendante
du calcul) et qui rassemble toute l'information déclarative sur un calcul. Les squelettes relient
simplement la sémantique opérationnelle (dérivation SLD) et la sémantique déclarative (arbres de
preuve). L’effort fourni dans cette reformulation, s’avere rapidement payant pour

e avoir des définitions simples, par exemple les réponses a un but ou 'arbre SLD pour un but
selon une regle de calcul ;

e avoir des preuves simples, par exemple la correction/complétude de la résolution SLD ou
I'indépendance de la regle de calcul ;

e faire le lien avec les sémantiques déclaratives de type point fixes ou logiques, voir le chapitre 3 ;

e apporter de nouveaux résultats, par exemple une caractérisation des branches non échecs des
arbres SLD équitables ;

e diagnostiquer des erreurs dans un programme, voir le chapitre 4.

Pour un langage de programmation, quand une notion de calcul est fixée, la sémantique opéra-
tionnelle des programmes peut étre décrite par I'ensemble des calculs finis (ou une abstraction de
ces calculs).

Il ressort de notre reformulation, dont la motivation essentielle est létude de la correction par-
tielle des programmes (principalement le diagnostic déclaratif d’erreur), que deux niveaux de calcul
peuvent étre considérés pour les langages du paradigme de programmation relationnelle.

1. Les calculs positifs calculent les réponses positives et déterminent la sémantique positive des
programmes. Ce sont les dérivations SLD. Ils correspondent au type de calcul le plus souvent
considéré dans la littérature. Une réponse positive est ’état final d’une dérivation SLD fini
succes.

2. Les calculs négatifs calculent les réponses négatives et déterminent la sémantique négative
des programmes. Ce sont les arbres SLD. Contrairement a ’habitude, la sémantique négative
n’est pas déterminée seulement par les échecs finis. Une réponse négative est I’ensemble des
feuilles succes d’un arbre SLD fini.
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Dans la suite, les réponses positives sont appelées réponses et les réponses négatives sont appelées
V-réponses.

Nous supposons, pour l’ensemble de ce chapitre, qu'un programme P sur le langage (V, 3, II. U
IT,) est fixé.

Nous commencons par présenter la sémantique opérationnelle la plus répandue [55] dans la
section 2.1 comme une introduction a notre reformulation dans les sections qui suivent.

2.1 Présentation classique

La sémantique opérationnelle des programmes logiques avec contraintes la plus fréquemment pro-
posée est la résolution descendante. Il existe néanmoins des approches ascendantes[55], mais elles
ne décrivent pas le comportement de la majorité des systemes de PLC.

Nous présentons succinctement dans cette section le résolution descendante de I'article de syn-
these classique de Jaffar et Maher [55] en 'adaptant & notre cadre. Elle est paramétrée par une
relation consistent et une fonction infer permettant de décrire le fonctionnement de la majorité des
solveurs de contraintes. En effet, les solveurs de contraintes sont souvent incomplets'. La fonction
infer permet, a partir du store courant, de distinguer les contraintes actives des contraintes passives
(ou retardées). La relation consistent teste la consistance de ’ensemble de contraintes actives. Ainsi,
on décrit plus précisément le comportement opérationnel (ce qui est réellement calculé) grace a la
fonction abstraite infer et a la relation abstraite consistent que si 'on s’intéresse a I'interprétation
ou la théorie sous-jacente des contraintes comme dans [54, 65, 47, 97, 39].

La résolution descendante est décrite par un systéeme de transition sur des états (A, C,S), ou
A est un but général (le but courant), i.e. de méme nature qu'un corps de clause, C' (le store actif
courant) et S (le store passif courant) sont des stores purs. Le systéme de transition est paramétré
par une relation consistent et une fonction infer. Il existe un autre état noté fa:l. Une regle de
calcul sélectionne pour chaque état un élément de A.

Remarque.

“A computation rule is a convenient fiction that abstracts some of the beha-
viour of a CLP system. To be realistic, a computation rule should also depend
on factors other than the state (for example, the history of the computation).
We ignore these possibilities for simplicity.”

Joxan Jaffar and Michael J. Maher, [55], page 18.

La définition de regle de calcul que nous donnerons par la suite n’ignore pas ces possibi-
lités. Pourtant elle est tres simple et définie également comme une fonction sur les états
de calculs. Notre notion d’état de calcul contient exactement tout ce qui est nécessaire
pour décrire aisément la résolution. O

Le but initial est représenté par I'état (G, 0,0).

Soit D Pinterprétation sous-jacente des contraintes (voir section 3.2 pour plus de détails). =p F,
ou F est une formule construite sur (V, X, II.), signifie: pour toute valuation v dans D, v(F') est
vraie dans D.

1Voir I'exemple 1.3.1 qui montre qu’il n’est pas possible de rendre compte, simplement, de cet incomplétude dans
un cadre logique.
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La relation consistent est telle que |=p 3C implique C € consistent. La fonction wnfer est telle
que si infer(C,S) = (C',S") alors Fp (CAS) < (C'AS").

Les transitions du systéme de transition sont les suivantes :
. (—C'OA)-a-A9,C,8) =, («—C'ANC"OA; - A" Ay,C,SNa=ad")

si a est 'atome sélectionné par la reégle de calcul, a” « C” O A" est une clause renommée
avec de nouvelles variables de la définition du symbole de prédicat de a dans le programme.

. («— C'OAy-a-Ay,C,S) —, fail

si a est I’atome sélectionné par la regle de calcul, et la définition du symbole de prédicat de
a dans le programme est vide.

. (—C'"ANcOAC,S) = («— C'OA,C,S Ac)
si c est la contrainte basique sélectionnée par la regle de calcul.
° (G,C,S) —,; (G,C",S")
si infer(C,S) = (C', S7).
° (G,C,S) —, (G,C,S)
si C' € consistent.
° (G,C,S) —¢ fail
si C & consistent.

Une dérivation succes a partir de Pétat (G, 0, D) est une dérivation finie ayant comme état final
(« 00Oe,C,S). Dans ce cas, (C,S) est un store réponse pour le but G.

Une suite finie de transitions sg —4, S1,...,Sp—1 —z, , Sn est noté en résumé sy —(zo--@n_1) Sn-

1

On écrit aussi s —,, s’ si, soit s —, s', soit s — 5.

Un systeme de PLC est dit quick-checking si sa sémantique opérationnelle peut se décrire en
terme de —,;5 et — .

Un systeme de PLC est dit progressif si, pour tout état ayant un but contenant une suite non
vide d’atomes, toute dérivation a partir de cet état, soit aboutit a 1’état fail, soit contient une
dérivation —, ou une dérivation —..

Un systéme de PLC est idéalsi il est quick-checking, progressif, infer est définie par infer(C, S) =
(C'AS,0) et C € consistent si et seulement si j=p 3C.

[55] annonce :

“all major implemented CLP systems are quick-checking and progressive, but most are
not ideal”.

En fait, tous les systemes de PLC ont la propriété suivante, appelée incrémentalité de infer et
consistent dans [7]:

o infer(D,0) = (0,0);
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e () € consistent;

e infer(D,S) = (C1,51) et infer(Cy,S1 A c) = (Co,S3) et Cy € consistent et Cy € consistent
est équivalent a
infer(0,S A c) = (C4,S)) et C} € consistent,

ou (C},S%) est obtenue a partir de (Cs,S3) en renommant éventuellement les variables ex-
ceptées celles de S A c.

Lemme 2.1.1 Si infer et consistent sont incrémentales, et le systéme est quick-checking alors la
sémantique opérationnelle est ET-compositionnelle.

Preuve. Voir [7]. ]

Ce résultat est essentiel et cette propriété d’incrémentalité est toujours recherchée lors de la
définition d’un solveur de contraintes. Comme nous ’avons précisé, les systémes existants les plus
connus vérifient ces propriétés (incrémentalité du solveur et systeme quick-checking).

Un systeme de PLC ne fait donc qu’accumuler des contraintes basiques lors de la résolution en
testant si le store actif courant appartient a consistent.

En fait, la forme de la contrainte réponse ne dépend que des contraintes basiques accumulées
et le systeme dispose d’un critére de rejet pour le store courant S qui stoppe la résolution quand
infer(0,S) = (C',S") et C' & consistent. Ce critere ne dépend que de S. D’autre part le store
réponse infer(0,S) = (C',S") ne dépend aussi que de S (au nom des variables, non présentes
dans le but, pres). D’un point de vue théorique, pour les objectifs de ce travail, il n’est donc
pas utile de modéliser P'information calculée par le solveur de contraintes (approximations, store
actif, contraintes basiques retardées, etc.) parce que cette information ne dépend que de S et est
disponible a tout instant grace a infer.

Nous nous limitons, ici, a la description de cette sémantique opérationnelle, nous en aborderons
une autre: la sémantique généralisée [48], dans la section 3.5.

Nous présentons maintenant notre reformulation en commencant par 'outil de base : le squelette.

2.2 Squelettes

Définition 2.2.1 Squelettes
Un squelette S est un arbre orienté étiqueté® par cn(P)UIL,, tel que pour tout neud N € domg :

o silabg(N) €1l alors N est une feuille;

o silabs(N) € cn(P) et clause(labg(N)) = a « COpy(a1,...,xk, ) pu(al, ... 2l ) alors

s fmy

N an fils Ny,...,N, (N; est N-(i—1)), et chaque fils N; est étiqueté par

— soit p;,

— soit le nom d’une clause de la définition de p; (un élément de cn(P,p;)).

Remarque. Les squelettes finis pourraient étre définis comme des termes sur un alphabet
sorté. &

ZRappelons que si S est un arbre orienté étiqueté alors son domaine d’arbre est noté doms et sa fonction d’éti-
quetage est notée labs.
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u

P1 P2 o Pn

u est le nom de la clause a +— C Oajas---an,
et p; est le symbole de prédicat de a;

Figure 2.1 : sq(u)

Soit S un squelette et N un nceud de domg. Le symbole de prédicat associé au nceud N est
o labs(N) si labs(N) € 11,
e psilabs(N) € en(P,p);

On dit que S est un squelette pour « p(zy,...,2,) (ou plus simplement pour p) quand le
symbole de prédicat associé & sa racine est p.

On note sq(u), ou u € cn(P), le squelette dont la racine est étiquetée par u et a ses fils étiquetés
par des éléments de II, (son domaine d’arbre est {€,0,1,...,n — 1} si n est 'arité de clause(u)),
voir figure 2.1. Pour tout symbole de prédicat p € II,, on note sq(p) le squelette enraciné par p
(son domaine d’arbre est {e}).

Soit S un squelette, on note

e undef(S) Pensemble des nceuds de S étiquetés par des éléments de II,, c’est Pensemble des
neuds indéfinis de S';

e def(S) Pensemble des autres nceuds (ils sont étiquetés par des éléments de cn(P)), c’est
I’ensemble des neuds définis de S.

Définition 2.2.2 Squelette complet, Squelette incomplet
Un squelette complet est un squelette S tel que undef (S) = 0.
Si undef (S) # 0 alors S est un squelette incomplet.

Ezxzemple 2.2.1 Fibonacct
La figure 2.2 présente un squelette pour le programme FIB de ’exemple 1.3.2.
Son domaine est {&,0,00,01}. Il n’est pas complet car il a une feuille indéfinie: la feuille 01 étiquetée

par fib.

La greffe du squelette S” sur le neud N € domg de S est un squelette S’ = graft(S, N, S"),
seulement si le symbole de prédicat associé a N par S est le symbole de prédicat associé a la racine
de S" (voir figure 2.3).

S" est le squelette enraciné en N dans graft(S, N,S").

Nous avons présenté 'outil central de notre étude: le squelette. Nous souhaitons maintenant
associer un store (pur) a un squelette. Par exemple, cela va nous permettre de distinguer les
squelettes “solubles” de ceux qui ne le sont pas.

Comme toujours, nous sommes confrontés au probleme de renommage des clauses du pro-
gramme.
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>M_%

1 fib

Figure 2.2 : Exemple de squelette pour le programme FIB

Pl

Si le symbole de prédicat associé & N dans S est le symbole de prédicat associé a la racine de S”.

graft(S, N, S"

Figure 2.3 : graft(S,N,S")

Définition 2.2.3 Fonction de renommage pour un squelette
Soit S un squelette. Une fonction de renommage pour le squelette S est une fonction renog (de
def (S) vers l’ensemble des clauses renommées de P) telle que:

1. pour tout neeud N € def(S), il existe un renommage 0, tel que renog(N) = (a «— C O A)H,
ot a +— COA = clause(labg(N)) ;

2. pour tout neeud N € def (S), soit renog(N) = a «— COay - ay, pour tout i =0,...,n —1,
si (N -i) € def (S) alors head(renos(N - 1)) = ajt1 ;5

3. pour tout neeuds distincts Ny et Ny de def(S), si renog(Ny) = ay — C, O Ay et renog(Ny) =
ay «— Cy O Ay alors (var(C1 O Ay) \ var(ay)) N (var(Cy O Ag) \ var(az)) = 0, i.e. les clauses
renommées ont leurs variables existentielles qui sont différentes.

Etant donné un squelette S de profondeur strictement positive, et une fonction de renommage
renog pour S, pour tout nceud N de S, on appelle 'atome associé a N :

e head(renog(N)), si N € def(S);

e a;, si N € undef(S) est le ie1me filg de N'jie. N = N'-(i — 1), et renog(N') = a «
COay---a;---ay.

On associe a tout squelette S et toute fonction de renommage renog pour S ’ensemble de
stores: const(S, renos) = Upncder(s) store(renos(N)). Notons que si S est fini alors la conjonction
des éléments de const(S, renog) est un store pur. Dans ce cas, on utilise la vision ensembliste d’un
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go2(r,y) — v =1+ 10 fib(z,y)
fib(z,y) —1<zAhx=z1+1Ax; =29+ 1Ay =1y +y20 fib(xy,y1)fib(x2,y2)
fib(xy1,y1) — 1 =1Ay; =10¢ fib

Figure 2.4 : Représentation d’un squelette avec son renommage

store pur: on peut confondre const(S, renog) avec la conjonction de ses éléments. Si la racine de S
est indéfinie alors const(S, renog) = 0.

Définition 2.2.4 Fonction de renommage pour un squelette et un but

Soit S un squelette pour «— a, renog est une fonction de renommage pour S et < a si la racine de
S est indéfinie ou si head(renog(root(S))) = a.

Remarque. Une fonction de renommage pour S et < a est en particulier une fonction
de renommage pour S. O

Si S est un squelette fini pour « a, et renog une fonction de renommage pour S et < a, on note
AC(S,a) le store 3_a(Aceconst(S,renos) C)s 0t plus simplement en utilisant la vision ensembliste des
stores purs AC(S,a) = 3_,const(S, renog). AC(S,a) est le store associé a S et a. Parfois on dit
qu’il est le store associé a S, il est alors défini & un renommage pres.

On peut remarquer que AC(S,a) ne dépend que de S et a, en particulier il ne dépend pas de
TENOS.

Ezxemple 2.2.2 Fibonacct
Considérons le squelette S de I'exemple 2.2.1. La figure 2.4 présente la fonction de renommage
renog pour S (I'étiquette d’un nceud N de def (S) est remplacée par renog(N) dans le dessin).

On a const(S,renog) ={x =1+ 1,1 <z,z=z1+ 1,21 =22+ 1L,y =11 + y2,21 = 1,y1 = 1} et
AC(S,g02(z,y)) = Jz1Ty1FzeTye(x = 1+ 1ALl < zAz =21+ 1A =290+ 1Ay =y1 +y2 Az =
1Ay =1).

Parmi les squelettes il en existe qui ont un store associé insatisfiable dans I'interprétation des
contraintes. Comme nous le verrons par la suite (par exemple dans le chapitre 3) ces squelettes
présentent moins d’intéreét.

Par exemple, nous serons amené a considérer le store associé a un squelette fini complet pour
«— a comme un store réponse pour le but « a (au sens de la section 2.1). Supposons que le sens
donné aux stores réponses C pour le but « a est P =p C' — a, ot P est vu comme un ensemble de
formules (clauses de Horn définies) (voir chapitre 3 pour plus de précisions, notamment la définition
de P |=p F). Dans ce cas, il est évident que si Fp =C alors P =p C' — a indépendamment du
programme P. On reviendra sur cette remarque a la suite du lemme 3.4.10.

D’un point de vue théorique, ces stores réponses présentent peu d’intérét. D’un point de vue
opérationnel, nous devons éviter toute exploration inutile, qui pourrait, de plus, conduire & un
calcul infini. Les systemes de PLC essaient d’éliminer ces “stores réponses triviaux” grace a ce que
nous appellerons un critére de rejet.
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Ezemple 2.2.3 Contraintes non linéaires en CLP(R)
Le systeme essaie d’éliminer, le plus vite possible, les réponses triviales qui ne présentent aucun
intérét pour l'utilisateur. Par exemple, en CLP(R), considérons le programme:

p(z,y) «—x>yOe

g(z,y) —v=zxzAw=yxyOp(v,w)
r(x) « x =y Op(z,y)

r(x) «—x =yOq(z,y)

Il existe deux squelettes complets pour le but « 7(z) dont les stores associées, une fois simplifiés,
sont: © > x et x X x > = X x. Selon le domaine de contraintes sous-jacent IR, les deux sont
insatisfiables. Le premier est bien éliminé par le systéme, tandis que le second est affiché avec le
commentaire maybe. Le solveur de CLP(R) ne peut supprimer que des squelettes dont le store
associé est linéaire.

2.3 Critere de rejet

La raison pour laquelle un store est rejeté est, du point de vue de l'utilisateur, basée sur une
interprétation D des contraintes dont le domaine est ID. Mais certains stores insatisfiables dans
Pinterprétation sous-jacente des contraintes ne sont pas rejetés, parce que le solveur est incomplet
(e.g. le solveur de CLP(R) quand le store n’est pas linéaire, voir ’exemple 2.2.3).

D’un point de vue théorique (plus proche du point de vue solveur de contraintes que la vision
utilisateur), un store est rejeté quand sa cloture existentielle n’est pas conséquence logique de la
théorie des contraintes dont un modele est 'interprétation des contraintes sous-jacente.

Mais, d’un point de vue opérationnel ceci n’est pas toujours possible (probleme d’indécidabilité,
e.g. (IN,+,-)) et méme quand c’est possible, ce n’est parfois pas souhaitable parce que le cott de
la fonction infer et de la relation consistent seraient inacceptable (e.g. (IR,+,-)). De nombreux
systemes de PLC utilisent des solveurs de contraintes incomplets: CLP(R) [49], CLP(BNR) [77],
PROLOGIV [81], CHIP [36], CLP(FD) [35], PROLOGIII [80], etc., sur les domaines discrets
(parties finies de IN) ou les domaines continus (IR). Ils sont capables de tester l'insatisfiabilité de
certains stores seulement.

Remarque. C’était déja le cas pour les systemes de programmation logique qui utili-
saient lalgorithme d’unification incomplet (sans test d’occurrence). C’est d’ailleurs la
recherche d’un modele pour cet algorithme qui donna I’'idée a Colmerauer d’implanter
le premier systeme de PLC: PROLOGII [20], dont le domaine de contraintes est 1’en-
semble des arbres infinis (élémentairement équivalent aux arbres rationnels, le solveur
devenait alors complet!). <

Il est intéressant de noter que la premiere tache du solveur de contraintes n’est pas de résoudre
des stores, mais plutot d’essayer de prouver leur insatisfiabilité. Par exemple, Benhamou dans [9]
présente un cadre général pour I’étude des solveurs de contraintes. Une contrainte atomique n-aire
est vue comme un opérateur (dit de narrowing) monotone, contractant (indempotant et correct)
de D" — ID", ou ID est le domaine d’approximation des contraintes. Ces opérateurs réduisent
les ensembles de solutions possibles d’un store dans le but de trouver () quand il est insatisfiable.
Au cours d’un calcul les ensembles d’approximations calculés & chaque étape n’ont d’autre intérét
(que de trouver () puisqu’ils sont toujours plus grands que l’ensemble des solutions du store lui-
méme. De plus, en fin de calcul, il permettent de contribuer au “probleme de présentation” qui
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consiste a trouver des moyens de présenter a 'utilisateur des informations longues et complexes
(on utilisera par exemple le principe d’énumération suivant certaines heuristiques pour trouver les
approximations les plus fines).

Le critére de rejet est une relation unaire sur ’ensemble des stores, i.e. un sous-ensemble de
STORE. Il exprime le fait que certains stores réponses ne sont pas fournis a I'utilisateur parce qu’on
a pu déterminer qu'’ils sont insatisfiables dans 'interprétation sous-jacente des contraintes.

Les propriétés naturelles supposées pour un critere de rejet RC sont : pour tout store C' rejeté,

ie. C € RC,
1. pour tout renommage 6, C6 € RC;
2. pour tout store C’, C A C' € RC;
3. 0 ¢ RC.

Le critere de rejet n’est, en général, pas quelconque; il est le plus souvent défini a partir d’une
relation déja existante et doit satisfaire les trois propriétés. Voici des exemples de critere de rejet
définis par:

1. un domaine D, le critere de rejet est noté RCp, un store C est rejeté si v(C) = false, pour
toute valuation v dans D, c’est-a~-dire RCp est défini & partir de la relation =p ~C';

2. une théorie® 7, le critere de rejet est noté RCr, un store C' est rejeté si C € RCp, pour tout
modele D de 7, c’est-a-dire 7 = —C';

3. une relation consistent et une fonction infer, un store C est rejeté si infer(h,C) = (Cy,Ch)
et Cy € consistent ;

4. un solveur de contraintes (éventuellement incomplet) A, le critere de rejet est noté RC 4,
C € RC4 si A répond no pour C.

On constate que les deux premiers exemples satisfont toujours les trois propriétés. Une condition
suffisante pour que le troisieme exemple satisfasse ces propriétés est que la relation consistent et la
fonction infer soient incrémentales [7, 96]. C’est ce qui est recherché en général. On peut constater
que tous les systemes de PLC (en particulier, tous ceux cités) ont un solveur de contraintes qui
définit bien un critere de rejet*. La sémantique opérationnelle est donc paramétrée par ce critere
et Pon montrera qu’elle généralise les sémantiques classiques.

D’un critere de rejet RC, on déduit une relation sur ’ensemble des squelettes, notée également
RC de la maniere suivante: S € RC si il existe un sous-ensemble fini C' de const(S, renog), ou
renog est une fonction de renommage pour S, tel que C' € RC. Cette propriété ne dépend pas de
renog: RC (sur les stores) est fermée par renommage et si renog et renog’ sont deux fonctions de
renommage pour S alors il existe un renommage 6 tel que const(S, renog)f = const(S, renog’).

Notons qu’un squelette dont la racine est indéfinie n’est pas rejeté. Notons aussi qu’un squelette
fini S est rejeté si et seulement si const(S, renog) est rejeté, ol renog est une fonction de renommage
pour S.

Définition 2.3.1 Etat (état de calcul selon un critére de rejet)
On appelle état de calcul selon RC, ou plus simplement état, un squelette non rejeté par RC.

3Nous ne supposons pas que la théorie est compléte pour la satisfaction des stores.
“Cette notion d’incrémentalité est indispensable pour donner une sémantique claire au solveur de contraintes.
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Remarque. Toutes les notions définies pour les squelettes se transposent aux états. Par
exemple, on parle d’état complet, de fonction de renommage pour un état, etc. O

Ezxzemple 2.5.1 Fibonacct
Si le critere de rejet est celui défini par (IN,+) avec l'interprétation usuelle des symboles de X et
I1. alors le squelette de la figure 2.4 est un état : le store associé n’est pas rejeté.

Une solution dans IN est par exemple: x = 2,21 = 1,29 =0,y = 86,y; = 1,y, = 85.

Lemme 2.3.2 Si graft(S,N,S"), ou N € undef (S), est un état alors S et S’ sont des états.

Preuve. 11 suffit d’appliquer les définitions: Soit renogr une fonction de renommage
pour S” = graft(S, N, S"). La restriction de renogr & def(S), notée renog est une fonc-
tion de renommage pour S. Tout nceud N de def(S) est étiqueté par le méme nom
de clause dans S et dans graft(S, N, S’). Donc const(S, renos) C const(S”, renogn) et
Pr(const(S, renog)) C Py(const(S”, renogr)), ot Py(E) est I'ensemble des parties finies
de E. S’il n’existe aucune partie finie de const(S"”, renogr) rejetée alors il n’existe au-
cune partie finie de const(S, renog) rejetée. D’ou, si graft(S,N,S’), ou N € undef(S),
est un état alors S est un état.

De méme pour monter que S’ est un état. [

2.4 Réponses (réponses positives)

Afin d’alléger les définitions, on suppose, jusqu’a la fin de ce chapitre, qu'un critere de rejet RC est
fixé.

Définition 2.4.1 Squelette réponse, Store réponse
Un squelette réponse pour le but «— a est un état fini complet S pour — a.
Dans ce cas, AC(S,a) est un store réponse pour le but — a.

Etant donné I'importance donnée aux squelettes, nous dirons réponse a la place de squelette
réponse pour alléger le texte.

On dit que S est une réponse si S est un état fini complet (i.e. il existe un atome a tel que S
est une réponse pour le but < a).

Lemme 2.4.2 Soit S une réponse. Pour tout neeud N de domg, le squelette enraciné en N dans
S est une réponse.

Preuve. Soit S une réponse. Soit S’ le squelette enraciné en un nceud N € domg dans
S. Tl est évident que S’ est fini et complet. Si renog est une fonction de renommage pour
S alors renogr, défini par: pour tout nceud N’ de domg:, renog/(N') = renog(N - N'),
est une fonction de renommage pour S’. Comme const(S’, renos:) C const(S, renog),
S’ n’est pas rejeté. C’est donc une réponse. [

Ezxemple 2.4.1 Fibonacct
Le squelette de la figure 2.5 est un état. Comme il n’a pas de feuilles indéfinies, c’est une réponse.
Donc Jz1Fy;TzoTys(z =14+ 1A1<zAz =21 +1Az1 =20+ 1 AYy=9y1+y2 Az = 1Ay =
1 Axe =0Ays =0) est un store réponse au but «— go2(z,y).

Conformément a D'interprétation des contraintes, il peut étre simplifiéen r =14+ 1Ay =1.

La réponse enracinée en 01 fournit le store réponse z = 0 Ay = 0 pour le but < fib(x,y).
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Cette réponse avec une fonction de renommage peut étre représentée par:

go2(z,y) — = =1+ 10 fib(z,y)
fib(z,y) —1<zAz=x1+1ANxy =29+ 1Ay =y1 +y2 O fib(zq,y1)fib(z2, y2)

fib(xy,y1) «— 21 =1Ay; =10¢ fib(xg,y2) «— 22 =0Ays =00¢

Figure 2.5 : Une réponse pour le programme FIB

On comprend mieux maintenant le role primordial joué par les réponses aux buts “atomiques”.
Une réponse a un but général peut se définir comme une paire composée du store du but général
et d’une forét de réponses aux atomes présents dans le but général. La notion de paire (store, forét
de squelettes) rejetée se définit facilement en définissant la notion de fonction de renommage pour
une telle paire, puis la notion de systéeme de contraintes associé a cette paire.

Les réponses aux buts atomiques caractérisent completement la sémantique opérationnelle du
programme.

Nous retrouvons maintenant deux résultats exprimant la compositionalité ET des stores ré-
ponses dans notre cadre général.

Lemme 2.4.3 Soit a un atome. Pour tout store réponse C' au but «— a, il existe u € cn(P) tel que
clause(u)d = a — C'Oay -+ ay, ol O est un renommage, et il existe n stores C1,...,C) tels que

1. pour touti =1,...,n, C; est un store réponse au but «— a; ;
2. C=3_,(C'"A /\ie{l,...,n} C;).

Preuve. Si C est un store réponse au but < a alors il existe une réponse S telle que
C = AC(S,a).
e si S est de profondeur 0 alors le résultat est immédiat.

e sinon, soit u la racine de S et 6 un renommage tel que clause(u)d = a «+— C'Oay - - - ay,.

Soit S;, ¢ = 1,...,n, laréponse enracinée en i —1 dans S. Montrons que AC(S,a) =
F-a(C' A Nieqi,... 0y AC(Si, ai)).
Pour tout ¢« = 1,...,n, soit renog; une fonction de renommage pour S; telle que

pour tout j € {1,...,n}\ {i}:

— head(renog,(root(S;))) = a;

— (wvar(const(S;, renog,)) \ var(a;)) N (var(a) \ var(a;)) =0

— war(const(S;, renos;)) N var(const(S;, renos;)) C var(a;) N var(a;)
La fonction renog définie par, pour tout N € domg \ {root(S)}, i.e. N = (i—1)-N;
oui € {1,...,n}, renog(N) = renog,(N;) et renog(root(S)) =a «— C'Oay -+ ay,

est une fonction de renommage pour S et «+— a: chaque 7enog, est une fonction de
renommage pour S; et d’apres les conditions sur chaque renog;
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— pour tout nceud N € def(S), il existe un renommage 6 tel que renog(N) =
clause(labs(N))6 ;

— pour tout nceud N € def(S), si renog(N) = o’ «— C"Odf ---al, alors pour
tout j € {1,...,n"}, head(renos(N - (j —1))) = a} ;

— pour tous neeuds distincts Ny et Ny de domg, si renog(Ny) = a} «— C] O A
et renog(Ny) = ab, «— C4 0O Al alors (var(C] O A)) \ var(a))) N (var(CHO AL)\
var(ab)) = 0.

Si {Fi}rek est une famille finie de stores et ¢ est un ensemble de variables tels
que Npeg var(Fy) =2, 2 Cget (§\ ) NUgex var(Fi) = 0 alors 3_j Apex Fr =
Arex 3-§F%k, d’apres les relations d’équivalences entre stores de la section 1.3.
Considérons I’ensemble {C’, const(Sy, renog, ), ..., const(S,, renog, )} et 'ensemble
de variables § = var(a) UU;cq,... »y var(a;). Ils ont la propriété énoncée ci-dessus.
Or 3_o(C'ANiequ,...ny const(S;, renos,)) = 3-a3—5(C'ANieq1,. ny const(Si, renos;)),
puisque var(a) C 3.

Done 3_(C'ANjgqi,... ny const(Si, renos,)) = 3-a(3-5C'A\icqr,.ny F-gconst(S;, renos,)).
Puisque var(C") N N;eq1,..p} var(const(S;, renos;)) C g alors

F-a(C' A Nicqa,... ) const(Si, renos,)) = 3-a(C' A Nicqr,.ny AC(Si, ai)).

Or C" A Nigqu,....ny const(Si, renog;) = const(S, renog).

Donc AC(S,a) =3 o(C' ANy, AC(S;, a;))-

]
Lemme 2.4.4 Soit u € cn(P) tel que clause(u) = a «— COay---a, et n stores Cy,...,C, tels
que, pour tout 1 =1,...,n, C; est un store réponse au but — a;.
Si (C'A Nigqi,...ny Ci) € RC alors 3_o(C A Njeqr,. ny Ci) est un store réponse au but — a.
Preuve. Similaire a la précédente. |

Le lemme 2.4.2 peut étre appelé lemme de compositionalité des réponses. Sa preuve est com-
pletement triviale alors que les deux preuves précédentes sont plus techniques. C’est pourquoi il est
bien plus simple de définir les réponses comme des squelettes plutot que comme des stores (étant
bien entendu que ce qui compte pour l'utilisateur est bien le store associé au squelette). L’intérét
du “tout squelette” est clair. Comme nous le voyons déja, l'effort de reformulation permet d’éviter
les problemes de variables, renommages, etc. qui sont théoriquement inutiles puisque toute ’infor-
mation est contenue dans le squelette. Cependant, nous pouvons retrouver 'ensemble des résultats
classiques dans notre cadre, méme quand ceux-ci sont techniques parce qu’il font référence aux
stores (réponses) plutot qu’aux squelettes (réponses).

2.5 Résolution

Nous décrivons maintenant un procédé qui fournit toutes les réponses a un but « a.

Il est possible de générer tous les squelettes pour < a, mais pour des raisons d’efficacité, nous
ne souhaitons construire que des squelettes susceptibles de ne pas étre rejetés, c’est-a-dire des états
de calcul.

La construction descendante® des réponses a un but « p(zy,...,x,) consiste a construire des
états obtenus progressivement en greffant des squelettes aux feuilles indéfinies, jusqu’a obtenir des

5 . .
ou résolution “top-down”
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états complets. On se limitera bien entendu a la construction d’états dont le symbole de prédicat
associé a la racine est p.
Supposons que nous ayons déja construit un état S pour p. Deux cas se présentent :

1. S est complet, alors S est une réponse;

2. S est incomplet, alors S a au moins une feuille indéfinie. On progresse vers une réponse en
greffant sur cette feuille indéfinie un autre squelette pour obtenir un nouvel état.

Le plus petit squelette que 'on peut greffer a une feuille indéfinie NV d’un état S pour progresser
vers une réponse est un sq(u), ot u € cn(P,labs(N)), tel que graft(S, N, sq(u)) est un état. Et le
plus petit squelette qui permet de démarrer cette construction est sq(p).

Définition 2.5.1 Relation de transition entre états de calcul
Soit — la relation binaire sur l’ensemble des états, appelée relation de transition entre états de
calcul, définie par: S — S’ si il existe une feuille N € wundef(S) et un nom de clause u €

en(P,labg(N)) tel que S" = graft(S, N, sq(u)).

< définit un systeme de transition entre états de calcul. On dit que S’ = graft(S, N, sq(u))
dérive de S (par la feuille N) si S — S’

2.5.1 dérivation SLD (calcul positif)

La résolution SLD® est une résolution descendante qui, étant donné un symbole de prédicat p,
construit une suite d’états de la maniere suivante:

1. le premier état est sq(p);
2. a partir d’un état S,

e si S est complet alors S est appelé une réponse calculée;

e sinon, I’état suivant est un état S’ qui dérive de S, i.e. S — S’.

Définition 2.5.2 Etat initial, Etat final, Etat succes, Etat échec
Soit S un état.

e S est un état initial s%l existe p € II, tel que S = sq(p).

e S est un état final sl n'existe aucun état qui en dérive, i.e. pour tout état S’ : S ~ S'. Alors
S est un état succes st S est complet, sinon c’est un état échec.

On appelle dérivation SLD pour le but < p(z1,...,z,) (ou plus simplement pour p) toute suite
(finie ou infinie) d’états Sy---S;--- telle que S; = sq(p) pour un p € II,, chaque état S; (sauf le
premier) dérive du précédent (i.e. S;_y <— S;) et la suite est infinie ou le dernier état est un état
final.

Une dérivation SLD succes (respectivement échec) est une dérivation SLD finie dont I’état final
est un état succes (respectivement échec).

L’état final d’une dérivation SLD succes est une réponse calculée.

SLa résolution SLD fut décrite par Kowalski dans [56] pour les programmes logiques purs. Le terme résolution
SLD, dii & Apt et Van Emden [3] signifie résolution Linéaire avec fonction de Sélection pour clauses Définies.
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go?2 4 T
fib 2
Z N

fib  fib 1 fib

>N>—A>
—_

>N>—A>
o

Figure 2.6 : Une dérivation SLD succes pour le but < go2(z,y)

Ezemple 2.5.1 Fibonacci

La dérivation SLD de la figure 2.6 est une dérivation SLD succes. Elle calcule la réponse de la
figure 2.5.

Si Pon remplace 1’étiquette de la feuille 00 (i.e. la feuille la plus & gauche) par 0 dans I’avant dernier
état de la dérivation, alors cet état devient une feuille échec.

Lemme 2.5.3 La résolution SLD a les deux propriétés suivantes :
1. toute réponse calculée est une réponse;

2. elle calcule toutes les réponses.

Preuve.

1. La premiere propriété est triviale: la résolution SLD ne construit que des états
finis, donc s’ils sont complets, ils sont des réponses.

2. Pour prouver la seconde, considérons une réponse S pour p. Le parcours en largeur
de S fournit une suite de nceud Ny, ..., N,. On définit la suite d’états Sy, S1,..., Sn,
telle que:

e Sp = sq(p), ou p est le symbole de prédicat associé a la racine de S';
e pourtouti =1,...,n, def(S;) = {No, Ni,...,N;}, et, pour tout N; € def(S;),
labSi(Nj) = labs(Nj).
Il est facile de vérifier que Sy, S1,...,S, est une dérivation SLD et S,, = S. Par
conséquent, S est une réponse calculée.

On peut distinguer deux niveaux d’indéterminisme dans la résolution SLD:
e le choix de la feuille indéfinie sur laquelle est greffé le squelette ;

e le choix du squelette qui sera greffé (en fait, le choix du nom de clause qui enracine le squelette
greffé).

Le premier niveau d’indéterminisme correspond & la maniere de construire une réponse alors que
le second correspond au choix de la réponse qui sera construite.

Pour se rapprocher d’une résolution effective, nous allons réduire 'indéterminisme. Pour cela
on fixe le choix de la feuille indéfinie ; il ne restera plus qu’a explorer toutes les solutions possibles
engendrées par les noms de clauses possibles enracinant le squelette greffé sur la feuille choisie.
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const(S, renog)

undef (S)

Au squelette S, ci-dessus, et a la fonction de renommage renog pour S,
on peut associer le but général :

— const(S,renog)Oay -+ ay

ou chaque a; est 'atome associé a un nceud indéfini de S par renog.

Figure 2.7 : But général associé a un squelette incomplet

Définition 2.5.4 Regle de calcul
On appelle regle de calcul une fonction r qui, pour tout état incomplet S, fournit une feuille de

undef (S).

Remarque. Une regle de calcul est parfois définie comme une fonction qui a tout but
(général) associe un atome du but. Cette définition est nettement moins générale que la
no6tre, puisque le contexte ayant conduit au but courant n’est pas pris en compte. Pour
deux squelettes différents représentant un méme but (voir figure 2.7), la regle de calcul
peut choisir deux atomes différents. O

Etant donné une regle de calcul 7, on définit la relation <, incluse dans — comme suit:
S <, S’ si S’ dérive de S par la feuille r(S), i.e. il existe un nom de clause u € cn(P,labg(r(S)))
(labs(r(s)) € II, puisque 7(S) € undef(S)) tel que S" = graft(S,r(S), sq(u)). Une dérivation SLD

selon la regle de calcul r se définit comme une dérivation SLD en remplacant partout «— par <, :

La résolution SLD selon la régle de calcul r est une résolution SLD qui, étant donné un but
— p(x1,...,xy,), construit une suite d’états de la maniére suivante :

1. le premier état est sq(p);
2. a partir d’un état S,

e si S est complet alors S est appelé une réponse calculée selon r;

e sinon, I’état suivant est un état S’ tel que S —, S’.
Lemme 2.5.5 Les réponses calculées sont indépendantes de la régle de calcul.

Preuve. Soit S une réponse et r une regle de calcul. Considérons la dérivation SLD
selon r définie par:

e le premier état est Sy = sq(p), ou p est le symbole de prédicat associé a la racine
de S;
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Complet,

|

7(S)  Feuille indéfinie la plus a gauche
elle est aussi la plus profonde

\’I“(S) Feuille indéfinie la plus a gauche
elle est aussi la plus profonde

Figure 2.8 : Regle de calcul standard

Complet,

e si S; est un état de la dérivation SLD alors I’état suivant est

Siv1 = graft(Si,7(Si), sq(labs(r(Si))))

Cette dérivation SLD est finie et son état final est S (chaque S; est un état d’apres le
lemme 2.3.2). ]

Une dérivation SLD S1S55---S;--- selon r est équitable si elle est finie ou si, pour tout état S;
de la dérivation, pour toute feuille N € undef(S;), il existe un état S; de la dérivation (1 < j) ou
N = r(S;) est la feuille choisie. Une dérivation SLD est donc équitable si elle est finie ou toute
feuille indéfinie d’un de ses états, est définie dans un autre état.

Une regle de calcul r est équitable si toute dérivation SLD selon r est équitable.

Une dérivation SLD S1S55---S5;--- selon r est sans co-routinage si, pour tout état incomplet S;
de la dérivation, r(S;) est une feuille indéfinie de 'ensemble des feuilles indéfinies les plus profondes.
Une dérivation SLD est donc sans co-routinage si, pour tout état S de la dérivation, si S’ est un
état de la dérivation tel que 7(S’) € undef(S) \ {r(S)} alors alors 'état enraciné en r(S) dans S’
est complet. On en déduit que, pour tout état S; (i # 1) de la dérivation, si r(S;_1) a un fils dans
S; alors r(S;) est un fils de 7(S;_1).

Une regle de calcul 7 est sans co-routinage si toute dérivation SLD selon r est sans co-routinage.

La régle de calcul standard est la regle r qui pour tout état S choisit la feuille indéfinie “la plus
a gauche” de S: 7(S) = N si pour tout N’ € undef(S)\ {N}, il existe un préfixe M -n de N et un
préfixe M -n' de N/ tel que n < n'.

La regle de calcul standard est sans co-routinage (Voir Fig. 2.8).
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Ezemple 2.5.2 Fibonacci
La dérivation succes de la figure 2.6 est sans co-routinage. Elle est aussi équitable, puisqu’elle est

finie.
On peut remarquer qu’elle utilise la regle de calcul standard.

Il est évident que si le critere de rejet est défini a partir d’une fonction infer et d’une relation
consistent toutes deux incrémentales et si le systeme présenté en section 2.1 est quick-checking alors

(C,C%) est un store réponse au but « a selon la sémantique de la section 2.1 si et
seulement si il existe une réponse S au but « a et infer(0, AC(S,a)) = (C,C").

Rappelons que tous les systemes cités sont quick-checking et que le comportement du solveur
de contraintes de chacun d’entre eux peut étre modélisé par une fonction infer et une relation
consistent toutes deux incrémentales.

La comparaison de notre sémantique avec d’autres sémantiques basées sur une interprétation
ou une théorie des contraintes sera faite dans le chapitre 3.

2.5.2 Arbre de recherche SLD (calcul négatif)

Définition 2.5.6 Relation de transition selon une regle de calcul pour un prédicat de programme
Soit v une régle de calcul et p un prédicat de programme. Soit —P la relation incluse dans —,
définie par S—PS' si et seulement si S —, S', 0t S et S’ sont des squelettes pour p € II,,.

Lemme 2.5.7 Soit r une régle de calcul. Soit dom? ensemble d’états domP = {S | sq(p)—P*S}.
Alors (domP,—P) est un arbre. Il est appelé 'arbre SLD pour p (ou pour le but — p(z1,...,zy))
selomn la régle de calcul r.

Preuve. Montrons que la relation —? a les propriétés d’une relation de parenté sur
dom? :

e 5q(p) est la racine de l'arbre, d’apres la définition de dom?;
e (sq(p),sq(p)) & —P, d’apres la définition de —, ;

e pour tout S € dom?, différent de sq(p), il existe exactement un S’ € dom?, tel que
S'PS:

— S’ existe, d’apres la définition de dom? ;

— il est unique: considérons deux dérivation SLD selon r pour p ayant un état
S # sq(p) en commun; elle ont au moins un autre état en commun S” (par
exemple sq(p)), la feuille choisie en S” est unique et dans les deux dérivations
les squelettes greffés sont identiques, sinon le nceud r(S") aurait des étiquettes
différentes dans les états qui dérivent de S” dans chacune des deux dériva-
tions et il serait impossible d’aboutir plus loin au méme état S; en itérant le
processus, on constate que les états qui précedent S dans chacune des deux
dérivations sont identiques.

Remarque. Notre définition des arbres SLD révele la nature méme de ces arbres. Elle
montre qu’ils ne peuvent se définir qu’étant donné une regle de calcul.

Les définitions classiques ne mettent pas en avant ce que sont ces arbres, elles ne préci-
sent que la nature de leurs étiquettes.
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Notons que les arbres SLD, dans notre reformulation, n’ont pas besoin d’étre définis
comme des arbres étiquetés. Cependant, afin de retrouver une définition plus classique,
nous pourrions étiqueté un arbre SLD par des buts généraux : a tout nceud on peut as-
socier un but général (voir figure 2.7). Mais & nouveau on serait confronté aux difficultés
liées au renommage des variables. O

Ezemple 2.5.3 Fibonacci
La figure 2.9 présente un arbre SLD pour le but «— gol(z,y).

On peut remarquer qu’il y a deux réponses, et si 'on poursuit le dessin (selon une regle équitable)
alors on trouve une autre réponse (le store réponse simplifié est z = 1+1+1+1+1Ay = 1+1+1+1+1,
on trouve des feuilles échecs et une branche infinie au centre). (voir aussi figure 2.10)

En résumé, les caractéristiques essentielles d’un arbre SLD T pour le but « p(zy,...,z,) selon
la regle de calcul r sont:

e ses nceuds sont des états pour p;
e sa racine est sq(p);
e un nceud complet n’a pas de fils, c’est un neud succes;

e pour tout nceud S incomplet de T, soit N = r(S5), les fils de N correspondent exactement
aux états qui dérivent de S par la feuille N. Si S n’a pas de fils alors S est un neud échec.

Remarque. Notre définition de la regle de calcul permet de décrire plus d’arbres SLD
que la définition de regle de calcul s’appliquant a des buts (un but peut avoir plusieurs
occurrences dans ’arbre SLD alors que les squelettes, qui en sont les nceuds, n’en ont
qu’une seule). &

Une branche de Parbre SLD (domP, —P) est exactement une dérivation SLD (selon r) pour p.

Preuve. Voir les définitions de dérivation SLD (section 2.5.1) et de branche d’un arbre
(section 1.1). ]

Une branche succes (respectivement échec) est une branche finie qui se termine par une feuille
succes (respectivement échec). L’arbre SLD contient exactement trois types de branches:

1. les branches succes qui sont les dérivations SLD succes selon 7 ;
2. les branches échecs qui sont les dérivations SLD échecs selon r;
3. les branches infinies qui sont les dérivations SLD infinies selon r.

Un arbre SLD (domP,<P) est équitable (respectivement sans co-routinage, standard) si ses
branches sont équitables (respectivement sans co-routinage, standard), i.e. la restriction de r a
I’ensemble dom?P est équitable (respectivement sans co-routinage, standard). En particulier, tout
arbre SLD fini est équitable.
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Figure 2.9 : Un arbre SLD pour le but « gol(z,y)
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Figure 2.10 : Réponses de I’ensemble success(gol(z,y))

Lemme 2.5.8 L’ensemble des feuilles succés d’un arbre SLD pour p selon la régle de calcul r est
l’ensemble des réponses pour p.

Preuve. Trivial, d’apres les définitions. |

Lemme 2.5.9 Soit S un squelette et r une régle de calcul.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. S est une réponse pour le but «— a.
2. S est une réponse calculée pour le but +— a.
3. S est une réponse calculée pour le but «— a selon la régle de calcul r.

4. S est une feuille succés de 'arbre SLD pour < a selon la régle de calcul r.
Preuve. L’équivalence entre 1, 2 et 3 a déja été montrée dans la section 2.5.1.
4 est équivalent a 3 car les branches de 'arbre SLD pour le but <« a selon la regle de
calcul r sont les dérivations SLD pour le but < a selon la régle de calcul r (voir la
preuve du lemme 2.5.7). ]

Corollaire 2.5.10 Les feuilles succeés d’un arbre SLD sont indépendantes de la régle de calcul.

On note success(a) ’ensemble des réponses pour le but « a.

Ezemple 2.5.4 Fibonacci
L’ensemble success(gol(x,y)) = {S1,S2,S3} est constitué des trois réponses de la figure 2.10.

Les trois stores réponses pour le but « gol(z,y) sont respectivement (une fois simplifiés): z =
INy=1L,z2=1+14+1+14+1Ay=14+14+1+14+1etx=0Ay=0.

On peut remarquer que ensemble success(fib(x,y)) est infini.
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Remarque. 11 est possible d’orienter un arbre SLD en fixant un ordre sur les noms de
clauses, i.e. un ordre total sur les cn(P,p). Les fils d’un nceud S sont alors naturellement
ordonnés par 'ordre sur les noms des clauses qui enracinent les squelettes greffés en r(S).

<

Définition 2.5.11 Arbre SLD d’échec fini

Un arbre SLD est d’échec fini sl est fini et sl n’a aucune feuille succes.

Remarque. La notion la plus intéressante ici est celle d’arbre SLD fini. La bonne vision
d’arbre SLD d’échec fini n’est que comme un cas particulier d’arbre SLD fini. Il n’y a a
peine plus & dire si le nombre de feuilles succes est nul que s’il est 1 ou 7 (méme dans le
cadre d’une sémantique logique). C’est pourquoi la sémantique déclarative sera défini
par tous les arbres SLD finis. O

Nous avons vu qu’étant donné un but « a, il existe une bijection entre les branches succes de
deux arbres SLD pour < a (une branche succes de 'un correspond a une branche succes de autre
si elles ont le méme état final).

Il existe un autre type de branches qui sont en bijections. Il s’agit de branches infinies. Cette
bijection s’exprime facilement quand les arbres SLD sont équitables.

Lemme 2.5.12 Soit r une régle de calcul équitable. Les branches infinies de (domP,<—P) sont en
biyection avec les états complets infinis pour p.

Preuve. Soit (domP, —P) un arbre SLD équitable.

e Counsidérons une branche infinie de (dom?,—P), c’est-a-dire une dérivation SLD
infinie équitable U = (S1S3 -+ S;--+) pour p.
Remarquons, d’une part, que si N € def (S;) N def (S;) alors labs,(N) = labs, (N)
et, d’autre part, que la dérivation étant équitable, toute feuille indéfinie d’un de
ses états devient définie dans un autre.

Soit S l'arbre sur le domaine d’arbre standard doms = Ug,¢1r def(S;) dont la
fonction d’étiquetage labg est, pour tout N € domg, labg(N) = labg,(N), ou
N e def(SZ-).

Pour tout nceud N de S, soit a « C' Oay - - - ay, la clause de nom labg(N), N a bien
n fils et le symbole de prédicat associé a chacun est bien le symbole de prédicat de
I’atome a; correspondant. S est donc un squelette pour p et de plus il est complet
(labg fait correspondre a tout nceud de domg un nom de clause). Il est aussi infini
car U est infinie et chaque étape de dérivation défini un nceud qui était indéfini.
Soit renog une fonction de renommage pour S, comme nous ’avons vu dans la
preuve du lemme 2.3.2, renog est une fonction de renommage pour chacun des
S; € U. Pour toute partie finie C' de const(S, renog), il existe un S; € U tel que
C C const(S;, renog), donc S est un état.

S est un état complet infini pour p.

e Considérons un état S infini et complet pour p, et montrons qu’il est possible
de construire un SLD-dérivation U, selon r, pour p, infinie et qui “calcule” S,
c’est-a-dire une branche infinie de (dom?, —?P).

— Le premier squelette est S; = sq(p).
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Figure 2.11 : Etat infini

— Supposons qu’on ait déja construit la suite d’état Sy - - - S;, préfixe de la branche
U. Siy1 = graft(S;,r(S;), sq(labs(r(S;)))) est un état incomplet fils de S; dans
(domP,—P). C’est I'état qui suit S; dans U.

On définit ainsi une branche infinie U de (domP, —?) et comme elle est équitable
elle calcule bien I’état complet S.

Remarque. La preuve précédente montre qu’a tout état complet infini pour p correspond
une branche infinie de (dom?,—P), pour toute regle de calcul r» (méme non équitable).
En fait, pour toute regle de calcul r, pour tout symbole de prédicat p

e 4 tout état fini complet pour p correspond une branche succes de (dom?, —P);
e a tout état infini complet pour p correspond une branche infinie de (dom?P, <—?P);

e les autres branches de (dom?, —?P), sont soit des branches échecs, soit des branches
infinies qui ne calculent pas un état complet (des branches non équitables).

<

Ezxzemple 2.5.5 Etat infing
Soit P le programme en CLP(N):

0:p(x) «—ax=00¢
Lip(z) —z+1=yHOp(y)

Tout arbre SLD pour le but « p(z) contient une branche succeés qui correspond a la réponse Sy et
une branche infinie qui calcule I’état infini Sy, (voir la figure 2.11).

Corollaire 2.5.13 Soit 71 et vy deux régles de calcul équitables. Les branches non échecs (i.e.

branches succés et branches infinies) de (dom?L ,—P ) et (dom? , P ) sont en bijection.
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Preuve. Elles sont en bijections avec les états complets pour p. |

Corollaire 2.5.14 Sl existe un arbre SLD fini pour le but < a alors tout arbre SLD équitable
pour le but < a est finu.

Corollaire 2.5.15 Sl existe un arbre SLD d’échec fini pour le but «— a alors tout arbre SLD
équitable pour le but «— a est d’échec fina.

Preuve. Soit < a un but ayant un arbre SLD d’échec fini.

Le corollaire 2.5.14 assure que tout arbre SLD équitable pour < a est fini: le cas ou
I’arbre SLD est d’échec fini est un cas particulier.

Le lemme 2.5.8 assure que tout arbre SLD pour < a n’a pas de feuille succes. |

Certains auteurs considerent que la regle de calcul sélectionne a chaque étape soit un atome
soit une contrainte basique du but courant (c’est le cas pour la sémantique classique présentée dans
la section 2.1). Nous ne sélectionnons que des atomes dans le but courant. Le store de la clause
choisie pour ’atome sélectionné est ajouté au store courant des que cette clause est choisie. De ce
point de vue, notre description de la sémantique opérationnelle n’est pas complétement fidele au
comportement des systemes existants (excepté des langages comme PrologITI [80] qui se comportent
exactement comme nous 'avons décrit). Mais on sait qu’au cours de la résolution si 'on commence
par sélectionner toutes les contraintes basiques du but courant avant de sélectionner un atome
alors on obtient toutes les réponses (les solveurs de contraintes ne bouclent pas). Cependant, pour
étre plus efficace, il est parfois utile de sélectionner un atome, qui va ajouter au store courant des
contraintes fortes sur les variables, avant une contrainte basique, qui pourrait demander un travail
coliteux au solveur de contraintes (voir ’exemple 2.5.6).

Malgré tout, ce qui est perdu en fidélité est sans importance pour ce que 'on veut modéliser. Il
est évident que 'on peut modifier les définitions pour rendre compte de cette caractéristique de la
plupart des systéemes, mais cela compliquerait le formalisme de facon tout & fait inutile ici.

Ezemple 2.5.6 SENDMORY en CLP(FD)
Considérons le fameux puzzle de crypto-arithmétique: “SEND + MORE = MONEY”. L’exercice
consiste a assigner un chiffre différent a chaque lettre, pour que ’addition suivante soit vérifiée :

S E N D
+ M O R E
M O N E Y

On impose de plus que M et S soient tous deux différents de 0.

Le programme send.pl écrit en clp(FD) [35, 19] qui résout l'exercice est:

send(L) :- L = [S,E,N,D,M,0,R,Y],

domaine (L),
S#\=0,
M#\=0,

1000*S + 100*xE + 10N + D
+ 1000xM + 100*x0 + 10*R + E
#= 10000%M + 10000 + 100N + 10*E + Y,
solution(L).
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domaine(L) :- alldifferent(L), domain(L,0,9).

solution(L) :- labeling(L).

Voici les solutions fournies par clp(FD)

clp_£d INRTIA Rocquencourt - ChLoE Project
Version 2.21 Daniel Diaz - 1994
| ?7- [send].

(0 ms) yes

| ?- send(L).

L = [9,5,6,7,1,0,8,2] 7 ;

(10 ms) no
| ?-

On peut changer 'ordre des éléments dans le corps de la premiere clause et constater I'impact sur
les performances.

Le méme exercice est possible avec 'exemple de [21] qui consiste & assigner les dix chiffres 0, 1, 2,
3,4,5,6, 7, 8 9 aux dix lettres D, G, R, O, E, N, B, A, L, T pour que ’addition suivante soit
vérifiée :

D O N A L D
+ G E R A L D
= R O B E R T

2.6 V-réponses (réponses négatives)

Définition 2.6.1 V-réponse, V-store réponse

La V-réponse pour le but «— a est success(a) sl existe une régle de calcul r telle que l'arbre SLD
pour le but < a selon la régle de calcul v est fini. (La V-réponse pour le but «— a si elle existe ne
dépend pas de r).

Dans ce cas, le V-store réponse pour le but «— a est le multi-ensemble {AC(S,a) | S € success(a)}.

D’un point de vue opérationnel, seuls les calculs finis présentent un intérét. C’est la raison pour
laquelle nous avons défini les V-stores réponses sous la condition d’existence d’un arbre SLD fini.
Dans la définition de store réponse nous n’avions aucune hypothese sur I’existence d’un arbre SLD
fini. Malgré tout nous considérions tout de méme des calculs finis, mais il s’agissait d’un autre
niveau de calcul: les SLD-dérivations.

Nous avons donc défini deux niveaux de réponses:

e les états finis complets (réponses positives) ;

e 'ensemble des feuilles succes des arbres SLD finis (réponses négatives).
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Ces deux niveaux de réponses correspondent a deux niveaux de calculs:
e les dérivations SLD (calculs positifs) ;
e les arbres SLD (calculs négatifs).

En général, ce sont toujours les premiers qui sont considérés. On peut tout de méme noter que pour
la sémantique opérationnelle de PrologIV [81] et celle de Escher [63], la définition de réponse est
identique a notre définition de V-store réponse.

Ezemple 2.6.1 Fibonacci
Il n’existe pas de V-réponse au but « gol(z,y): ensemble success(gol(z,y)) est fini (voir exemple
2.5.4), mais il n’existe pas d’arbre SLD fini pour ce but (voir 'exemple 2.5.3).

La V-réponse pour le but < go2(z,y) ne contient que la réponse de la figure 2.5.

Enfin, il n’existe pas de V-réponse pour le but « fib(z,y) puisque ’ensemble success(fib(x,y)) est
infini.

2.7 Ensembles succes

Nous définissons maintenant deux ensembles succes qui caractérisent les deux niveaux de sémantique
opérationnelle présentés. L’ensemble succés positif SS(P), appelé simplement [’ensemble succés,
qui regroupe les stores réponses aux buts. L’ensemble succés négatif SSy(P), appelé simplement
l’ensemble V-succés, qui regroupe les V-stores réponses aux buts. Il est important de noter qu’aucun
de ces deux ensembles ne se déduit de ’autre. Il est seulement possible de déduire un sous-ensemble
de SS(P) a partir de SSy/(P).

Définition 2.7.1 Ensembles succes
e SS(P,a) = {AC(S,a) | S € success(a)}
* SS(P) = Usearom{a — C| C € SS(P,a)}
e SSy(P) ={a — SS(P,a) | a € ATOM, il existe une V-réponse au but — a}

Remarque. a — R € SSy(P) si et seulement si R est 'ensemble des stores du V-stores
réponse pour < a.

On remarque aussi que R est un ensemble fini de stores qui peut étre vu comme la
disjonction de ses éléments.

SSy(P) est un ensemble d’atomes couverts ; SS(P) est un ensemble d’atomes contraints.

<

Soit, P’ le programme qui contient une clause pour chaque réponse du programme P. Si S est une
réponse du programme P alors la clause qui correspond a4 S dans P’ est head(renog(root(S))) <
const(S, renog) Oe, onl renog est une fonction de renommage pour S. Le nom de cette clause de P’
peut étre par exemple S.

On constate que SS(P) = SS(P’). De plus, la multiplicité d’un store réponse & un but < a dans
P et P’ est identique. En revanche, les V-stores réponses ne sont pas les mémes (c’est la différence
entre I’existence d’un arbre SLD fini et 'existence d’un nombre fini de réponses). P’ rend compte de
la sémantique positive de P, mais pas de sa sémantique négative. On pourrait définir un programme
P & partir des V-réponses du programme P. Alors P” rendrait compte de la sémantique négative
de P mais pas de sa sémantique positive.
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Remarque. En fait P’ n’est pas exactement un programme: il peut contenir une infinité
de clauses pour la définition d’un symbole de prédicat. Par exemple, son complété
(section 3.1) n’est pas défini (P” serait quant a lui un programme). <&

Si lon autorise les stores dans les corps de clauses (& la place des stores purs) alors SS({a «

COc|a«— C €SS(P)}) =SS(P).

Ezemple 2.7.1 Fibonacci
L’ensemble SS(FIB) contient, pour tout (z,y) € V?2:

( y)<—m:0/\y=0

( y)<—$:1/\y:1

gol(z,y) —x=14+14+1+1+1Ay=14+1+1+1+1
( y)<—$:1+1/\y:1

fib(z,y) —xz=0Ay=0
fib(z,y) —x=1Ay=1
fib(z,y) —z=14+1Ay=1

—zrz=14+14+14+1Ay=14+1+1

(z,y)
(z,9)
(z,y)
fib(z,y) —x=14+1+1Ay=1+1
(z,9)
(r,y) —x=14+14+14+14+1Ay=1+14+14+1+1

L’ensemble SS (FIB) = {go2(z,y) = {x =1+ 1Ay =1} | (z,y) € V?}.




Chapitre 3

Sémantique déclarative

Du point de vue de l'utilisateur, un programme ne se résume pas seulement a son aspect syntaxique :
les contraintes ont une signification sous-entendue. Si le chapitre 2 décrit bien la sémantique d’un
programme par rapport a ce qui est calculé par le systeme (c’est la sémantique opérationnelle), ce
chapitre présente la sémantique du programme telle qu’elle est vue par I'utilisateur (c’est la séman-
tique déclarative). Nous développons différentes sémantiques déclaratives basées sur différents sens
donnés aux contraintes. Nous envisageons le cas ou le critere de rejet est correct par rapport a une
pré-interprétation (interprétation du langage des contraintes) ou une théorie pour les contraintes.
Nous terminons en généralisant les notions de couverture des deux cas précédents, par une rela-
tion abstraite appelée relation de couverture. La relation de couverture qui abstrait les notions de
conséquences est le pendant du critére de rejet qui abstrait les notions de satisfiabilité.

Dans ce chapitre, une clause est vue comme une formule du langage du premier ordre construit
sur (V, X, 11, UIL.) : pour la clause a «<— C' Oay - - - ay, on considere la formule a «— C Aaj A--- Aay.
Pour ne pas alourdir les notations, on confond la formule et la clause.

On suppose qu’'un programme P est fixé.

3.1 Complété du programme

Nous nous intéressons dans cette section a des ensembles de formules qui jouent un roéle particulie-
rement important pour la sémantique déclarative des programmes; notamment quand le critere de
rejet est correct pour une pré-interprétation D ou une théorie 7.

Pour tout prédicat de programme p € II,, on définit

IF(Pp)=a+— \/ 3Fz(C"AafA--Aak)
u€cn(P,p)

ot pour chaque u € cn(P,p): a + C"Oaf---a; est un renommage de la clause de nom u et

% = wvar(C*Oaf ---ay ) \ var(a).
Si la définition de p est vide alors la disjonction est indexée par () et se résume donc a ’élément
neutre de V qui est false.

Remarque. La formule IF(P,p) est définie & un renommage prés; pour lever cette
ambiguité on peut imposer des restrictions quant a la forme des clauses d’un programme::
toutes les tétes des clauses d’une méme définition sont identiques, dans ce cas IF(P,p)
se définit directement a partir des clauses du programme sans renommage. &

57
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Pour tout prédicat p € II,, on définit FI(P,p) la formule obtenue en inversant le sens de
I'implication dans IF(P,p) et on définit IFF(P,p) = IF(P,p) A FI(P, p). IFF(P, p) est obtenu aussi
en remplacant 'implication de IF(P) par une équivalence.

On définit, enfin, les trois ensembles de formules:

o IF(P) = {IF(P,p) |p € 11, };
e FI(P) = {FI(P,p) | p € I,)};
e IFF(P) = {IFF(P,p) | p € 1L, }.

IFF(P) est appelé le complété du programme P, il est souvent noté P*. Le complété du pro-
gramme a été décrit a lorigine dans [17] pour les programmes logiques purs, dans ce cadre, on
l’appelle parfois complétion de Clark du programme. Notons que nous n’ajoutons pas a IFF(P) les
axiomes de ’égalité de Clark CET (Clark Equality Theory). En effet, nous n’utilisons pas de pré-
dicat = supplémentaire pour définir le complété. Le role joué par CET en programmation logique
est remplacé ici par une théorie des contraintes.

Ezemple 3.1.1 Fibonacci
Le complété du programme FIB est:

fib(z,y) & (r=0Ay=0)V(z=1Ay=1)V
Az Iy FzoTye(l < z Az =21+ 1 AT =29+ 1 Ay =31 + Y2/
fib(z1,y1) A fib(za,y2))
gol(,y) =y A fiblz,y)
go2(z,y) < x=1+1A fib(z,y)

Remarque. TF(P), FI(P) et IFF(P) ne sont pas des programmes, ce sont des ensembles
de formules construites sur (V, %, II, UIL,). <&

Les modeles de IF(P) sont mis en relation avec les ensembles clos de Popérateur associé au
programme, les modeles de FI(P) sont mis en relation avec ses ensembles supportés et les modéles
de IFF(P) sont mis en relation avec ses points fixes.

Nous envisageons plusieurs définitions d’opérateur et de sémantique déclarative associés au
programme.

3.2 Selon une pré-interprétation D

On s’intéresse a la sémantique déclarative des programmes quand la signification des contraintes
est basée sur un domaine (par exemple: les termes, les sous-ensembles finis de IN, les réels, les
ensembles, les arbres infinis, les lambda-termes, les booléens, etc.). La sémantique des contraintes
est déterminée par une pré-interprétation D, c’est-a-dire une interprétation du langage construit
sur (V,3,11..). La satisfiabilité d’un store est déterminée par D.

On étudie les modeles de IF(P), FI(P) et IFF(P) qui “prolongent” D.

Dans la section 3.2.1 on examine le lien entre les “D-conséquences” du programme et ce qui est
calculé par le systeme quand le critere de rejet est correct pour D.

Définition 3.2.1 Pré-interprétation
Une pré-interprétation D est constituée :
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e d’un ensemble non vide ID, [’ensemble des éléments du domaine ;

e pour tout symbole de fonction f d’arité n de X, d’une application fp de ID" dans ID; en
particulier, a chaque constante f est associé un élément fp de ID ;

e pour tout symbole de prédicat de contrainte p d’arité n de Il., d’une relation pp sur ID™ ; en
particulier, si n =0 alors D associe a p une valeur de vérité de l'ensemble {true, false}.

On remarque que D ne précise pas 'interprétation des symboles de prédicat de programme,
c’est pourquoi on 'appelle pré-interprétation ou interprétation des contraintes. Le domaine ID
d’une pré-interprétation D est appelé domaine de contraintes.

Cependant, pour 'interprétation des prédicats de programme, on considere des “pseudo-atomes”
appelés D-atomes (ou atomes valués) qui sont des n + 1-uplets de la forme (p,dy,...,d,), ou p est
un symbole de prédicat de programme de II, d’arité n et les d; sont des éléments du domaine ID.
Pour des raisons évidentes, un D-atome est noté p(dy,...,d,).

On appelle D-base 'ensemble de tous les D-atomes, c’est-a-dire, I’ensemble |, II, » x ID",
ou II, ,, est le sous-ensemble de II, des symboles de prédicat d’arité n.

Ezemple 3.2.1 Fibonacci
Une pré-interprétation pour le programme FIB est A, dont le domaine est IN, o1 0pr et 15 sont les
entiers 0 et 1, + est 'addition usuelle, <xs et =xs sont respectivement la relation d’ordre usuelle
et I’égalité dans IN.

fib(3,7) est un N-atome et la N-base est ensemble {fib(ni,ns) | (n1,n2) € IN?} U {gol(ny,ns) |
(n1,m9) € N2} U {g02(n1,ns) | (n1,n2) € IN?}.

Définition 3.2.2 D-clause
Une D-clause est un triplet ap <« z O Ap, ot ap est un D-atome, z € {true, false} est une valeur
de vérité et Ap est une suite finie de D-atomes.

Ezxzemple 3.2.2 Fibonacct
Par exemple, fib(2,1) « true O fib(1,1) fib(0,0), fib(2,10) «— false O fib(1,2)go1(2,2)go2(4,1) et
fib(2,10) « true O fib(1,1)fib(0,0) sont des N-clauses.

Définition 3.2.3 Valuation
Une valuation v est une application de V dans ID qui s’étend naturellement en une application vp :

o des termes vers ID :

— up(t) = v(t) sit est une variable,
— up(t) = fp(vp(ty),...,vp(ty)) sit est le terme f(ty,...,t,);

e des contraintes atomiques vers {true, false} : vp(p(ty,...,tn)) = pp(vp(t1),...,vp(ty)), ot
p d’arité n est un élément de 1. et les t; sont des termes; qui s’étend elle-méme en une
application des stores vers {true, false} ;

o des atomes vers la D-base: vp(p(ti,...,tn)) = p(vp(t1),...,vp(tn)), ot p € I, est d’arité n
et les t; sont des termes;

e des clauses vers les D-clauses: vp(a < COay -+ ay) = vp(a) < vp(C)Dup(ay) -+ vp(ay).
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Un store C' est satisfiable 8’1l existe une valuation v telle que vp(C') = true. Dans ce cas, on dit
que v est une solution de C.

Définition 3.2.4 Interprétation dans ID
Une interprétation I dans ID qui prolonge D associe a tout symbole de prédicat de programme p de
II,, d’arité n, une relation pr sur ID"™.

Définition 3.2.5 D-interprétation
Une D-interprétation I est une partie de la D-base.

On peut identifier toute D-interprétation I a une interprétation dans ID qui prolonge D car
elle définit pour tout p € II,, d’arité n, la relation pr d’arité n: {(di,...,dy) | p(di,...,dy) € I}.
Inversement, de toute interprétation I dans ID, on déduit la D-interprétation {p(di,...,d,) |p €
Hp, (dl, . ,dn) c p[}.

Etant donné une D-interprétation I, toute valuation v s’étend en une application vy :
e des termes vers ID: vy (t) = vp(t);

e des stores vers {true, false} : v;(C) = vp(C);

e des atomes vers {true, false}: vr(a) = true si et seulement si vp(a) € I;

e des clauses vers {true, false}: vi(a «— C'Oay---a,) = true si et seulement si 'implication
vi(C) Avp(ar) A+ Avp(a,) — vi(a) est vraie.

Une D-interprétation I est modeéle de la clause a «+ C'O A si pour toute valuation v dans ID:
vi(a «— COA) = true.

Pour toute expression E du langage, E est satisfiable dans l'interprétation I, s’il existe une
valuation v telle que vy (E) = true. Dans ce cas, on dit que v est solution de E (dans l'interprétation

I).

Définition 3.2.6 D-modele d’un programme
Un D-modele du programme P est une D-interprétation I modéle de chacune des clauses de P.

Ezxzemple 3.2.3 Fibonacct
La N -interprétation

Iy = {g01(0,0),g01(1,1),901(5,5), g02(2,1)} U
{£ib(0,0), fib(1,1), fib(2,1), fib(3,2), fib(4,3), fib(5,5),. ..}

(i.e. 'ensemble des fib(ni,ny) tel que no est 'image de my par la fonction de Fibonacci) est un
N-modele du programme.

I, = {gol(ny,n3) | fib(n1,n2) € I} U I, est aussi un N-modeéle du programme.

Toute A -interprétation qui ne contient pas I; n’est pas N-modele du programme.

Remarque. Pour tout programme P, pour toute pré-interprétation D, la D-base entiere
est un D-modele de P. O

On remarque qu’une pré-interprétation D partitionne en deux I'ensemble des D-clauses: celles
pour lesquelles le store a pris la valeur true et celles pour lesquelles il a pris la valeur false. Soit
vp(a + C'O A) une D-clause et T une D-interprétation
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e si vp(C) = false alors vi(a «+ COA) = true;

e si vp(C) = true alors vy(a <+ C' O A) = true si et seulement si {vp(a;) | a; € A} C I implique
vp(a) € I.

On remarque que si vp(C) = false, pour toute valuation v, alors toute D-interprétation I est un
D-modele de a «+— C' O A.

On appelle D-régle une paire, notée a < A, ou a est un D-atome et A est une suite finie de
D-atomes. Les D-regles sont des regles sur la D-base au sens de la section 1.2.1.

A tout programme on va associer un ensemble de D-regles. Cet ensemble détermine la séman-
tique déclarative point fixe selon D du programme. Nous étudions le lien entre cette sémantique et

la sémantique logique selon D donnée par les D-modeles de IF(P) (ou FI(P) ou IFF(P)).
Définition 3.2.7 Systeme de D-regles associé a une clause
Le systeme de D-régles associé a une clause a «— COay---a, est ®(D,a «— COay---ay,) =

{vp(a) «—vp(ar) - vp(a,) | vp(C) = true}.

Remarque. Une D-interprétation I est modele de la clause R si et seulement si I est
close par Tg(p R)- O

Définition 3.2.8 Systeme de D-regles associé a un programme
Le systeme de D-regles associé a un programme P est (D, P) = Upep (D, R).
Son opérateur associé Tg(p py sera noté TI?.
Lemme 3.2.9 Une D-interprétation I est modéle de P si et seulement si I est close par T]?.
Preuve. Conséquence de la remarque précédente et de T5(I) = Upep Torp,ry(I). m
Lemme 3.2.10 Le programme P a un plus petit D-modéle qui est pppf(T};?).
Preuve. Les D-modeles de P sont les ensembles clos par T5. []

On a utilisé ici directement les résultats de la section 1.2 sur les définitions inductives.

Ezxzemple 3.2.4 Fibonacct
Le systeme de N-reégles associé au programme FIB est

LFib(0,0) =, Fib(1,1) o £} U

{fib(ni,n9) « fib(nz,ny)fib(ns,ng) | (n1,m2,n3,n4,n5,n6) € IN®,
ny>1,n=ng+1,n =ns+2,n :n4+n6} U

{gol(n,n) « fib(n,n) | n € N} U

{go2(2,m) < fib(2,n) | n € N}

Par exemple, il contient la N-regle fib(2,10) < fib(1,4)fib(0,6).
Le plus petit N-modeéle de ®(N, FIB) est l'interprétation I; de 'exemple 3.2.3.

Lemme 3.2.11 La D-interprétation I est modéle de IF(P) si et seulement si I est modéle de P.
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Preuve. Ici, P est vu comme un ensemble de formules. Les formules de P peuvent se
regrouper par paquets de clauses (I’ensemble des clauses de la définitions d’un prédi-
cat de programme p). Chaque paquet peut s’identifier & une conjonction de la forme
Aueen(pp)(@ < Cy, O Ay) (en renommant correctement les clauses du paquet). Chaque
conjonction Ayc n(pp)(a < Cy O Ay) est logiquement équivalente & a — V¢ on(pp) (Cu O Au)
qui est logiquement équivalente & a < V¢ on(pp) var(@)(Cu O Ay), ie. a IF(Pp). =

Corollaire 3.2.12 Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. I est D-modéle de P ;
2. I est D-modéle de IF(P);

3. I est close par T]?.

Une formule F' est une D-conséquence du programme P, noté P |=p F, si F est vraie dans tous
les D-modeles de P. C’est-a-dire, pour tout D-modele I, pour toute valuation v, vy(F') = true.
On note, plus généralement, F |=p F si F est vraie dans tout D-modele de E.

Corollaire 3.2.13 Le plus petit D-modéle de IF(P) est pppf (T5) qui est aussi le plus petit I tel
que TR (I) C I.
Pour tout atome a, P =p a si et seulement si, pour toute valuation v, vp(a) € pppf (TE).

Le plus grand D-modele de TF(P) est la D-base. En revanche, le plus grand D-modele de FI(P)
(nous montrons qu’il est toujours défini) est trés intéressant. Etudions maintenant les D-modeles

de FI(P).
Lemme 3.2.14 [ est un D-modéle de FI(P) si et seulement si I est supporté par TI?.

Preuve. On reprend les notations de la section 3.1 pour FI(P).

e Soit I un D-modele de FI(P). Montrons que pour tout D-atome p(dy,...,d,): si
p(dy,...,d,) € I alors p(dy,...,d,) € TE(I).
I est D-modele de FI(P,p) = p(z1,...,7n) = Vueen(pp) (-5, (C* Aaf A--- A

u

a, ), donc, pour toute valuation v tel que vp(p(xi,...,2,)) = p(di,...,dn) €

I, il existe u € cn(P,p) tel que vr(I_z,(C* Aaf A--- Aaj ) = true, donc il

existe une valuation v’ tel que v'(z;) = v(x;) et v7(C* Aaf A--- Aay ) = true.
u
i

Par conséquent : d’une part, tous les v/, (a) sont dans I, d’autre part, la D-regle

vp(p(1,...,20))  vip(af)---vp(ay ) appartient & ®(D, P) (vp(Cy) = true). On
en déduit que v/ (p(w1,...,2,)) = p(di,...,d,) est dans TE(I).

e Soit I supporté par TI?. Montrons que I est D-modele de FI(P), i.e., pour tout
p € Iy, I est D-modele de FI(P,p) = p(z1,...,2n) = Vyeen(pp)(F-2.(C" Aaf A
A aTuLu)‘

Pour toute valuation v:

— soit vp(p(z1,...,x,)) € I. Alors FI(P, p) est trivialement satisfaite par v

— soit vp(p(x1,...,2,)) € I. Alors vp(p(z1,...,2,)) € TE(I), donc, il existe une
D-regle issue de clause(u), u € cn((, P),p): vp(p(x1,...,2,)) « vp(al)---vp(ay ) €
®(D, P) telle que vl (p(z1, ..., z)) = vo(p(z1, ..., 2,)) et {v)p(a}),. .. ,v%(agu)} C

I. On peut de plus choisir v’ telle que v}, (Cy) = true. Donc FI(P,p) est satis-

)

faite par v'.
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Par conséquent si I est supporté par TI? alors I est D-modele de chaque FI(P,p)
donc de FI(P).

Corollaire 3.2.15 FI(P) a un plus grand D-modéle qui est pgpf (TE), c’est aussi le plus grand I
tel que TE(I) D 1.

Remarque. Le plus petit D-modele de FI(P) est 0. )

Nous avons caractérisé les D-modeles de IF(P) et FI(P) en termes d’ensemble clos ou supporté
par TF. Comme, pour tout p € [Ip, IFF(P,p) = IF(P,p) A FI(P,p), on peut caractériser les D-
modeles de IFF(P) par 'intersection de ensemble des D-modeles de IF(P) avec 1’ensemble des
D-modeles de FI(P).

Lemme 3.2.16 I est un D-modéle de IFF(P) si et seulement si I est un point five de T .

Preuve. IFF(P) est équivalent a IF(P) U FI(P). Donc I est un D-modele de IFF(P)
s'il est & la fois D-modele de IF(P) et de FI(P), i.e. si I est clos par T et supporté par
TP, ie. si TE(I) = I, en d’autres termes si I est un point fixe de 75 .

Le raisonnement inverse montre que si I est un point fixe de TI? alors I est un D-modele

de IFF(P). -

Corollaire 3.2.17 Pour toute pré-interprétation D :
1. tout D-modéle de IFF(P) (le complété de P) est:

(a) un D-modéle de P,
(b) un D-modéle de IF(P),
(¢) un D-modéle de FI(P) ;

2. le plus petit D-modéle de IFF(P) est le plus petit D-modéle de IF(P) (ou de P);

3. le plus grand D-modéle de IFF(P) est le plus grand D-modéle de FI(P).
Lemme 3.2.18 Pour tout atome a, P |=p Ja si et seulement si IFF(P) =p Ja.

Preuwve. P et IFF(P) ont le méme plus petit D-modele. ]

3.2.1 Lien avec la sémantique opérationnelle

Voyouns le lien entre la sémantique déclarative selon D d’un programme P et la sémantique opéra-
tionnelle de P.

Définition 3.2.19 Critere de rejet correct/complet pour une pré-interprétation

Un critére de rejet RC est correct pour la pré-interprétation D si, pour tout store C: C € RC
implique que C' est insatisfiable dans D.

1l est complet sz [implication inverse est vraze.

Remarque. Le critere de rejet RCp est correct pour D. Il est méme complet.
Le critere de rejet 0 est correct pour toute pré-interprétation D. O
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On suppose, jusqu’a la fin de cette section, que le critere de rejet RC est correct pour la pré-
interprétation D.

Remarque. Le cas RC = RCp n’est qu’un cas particulier, c¢’est celui qui correspond aux
définitions plus classiques de [54, 65, 47, 55, 39] sur lesquelles nous reviendrons. O

Un D-arbre de preuve est un arbre de preuve (orienté et étiqueté par la D-base) pour ®(D, P).
Un ocoD-arbre de preuve est un oo-arbre de preuve pour ®(D, P). Si A est un (co)D-arbre de preuve,
on note dom 4 son domaine d’arbre et lab4 sa fonction d’étiquetage.

Tout (oco)D-arbre de preuve utilise, pour “prouver” sa racine, des D-reégles de ®(D, P). Ces
D-regles sont issues des clauses du programme P.

Nous allons maintenant définir une correspondance entre les D-arbres de preuve et les squelettes
réponses. Cette correspondance explique la terminologie squelette. Les réponses sont les squelettes
des preuves dans le systeme ®(D, P).

On peut voir un D-arbre de preuve comme une “réponse valuée”.

En effet, soit S une réponse, renog une fonction de renommage pour S et v une valuation telles
que vp(const(S,renog)) = true. On note pt(S,renog,v) Parbre orienté sur le domaine d’arbre
domg, étiqueté par la D-base, défini par:

e pt(S,renog,v) et S ne different que par leur fonction d’étiquetage ;

e pour tout nceud Ng de domg: si renog(Ns) = a « COay---ap alors labyy(s renos,v)(Ns) =

vp(a).

Lemme 3.2.20 S¢S est une réponse et renog une fonction de renommage pour S alors, pour toute
valuation v telle que vp(const(S, renog)) = true, pt(S, renog,v) est un D-arbre de preuve.

Preuve. Par induction sur les réponses. [

Inversement, on peut voir une réponse comme le “squelette d’'un D-arbre de preuve”.
En effet, soit A un D-arbre de preuve. On note sk(A) arbre orienté sur le domaine d’arbre
dom 4, étiqueté par des noms de clauses, défini par:

e A et sk(A) ne different que par leur fonction d’étiquetage ;

e pour tout noeud Ny de dom 4 : si u est le nom de la clause d’ou est issue la D-regle qui relie
lab4(Na) aux étiquettes de ses fils alors lab g 4)(Na) = u.

Lemme 3.2.21 Si A est un D-arbre de preuve alors sk(A) est une réponse.
De plus, pour toute fonction de renommage reno 4y, il existe une valuation v telle que
vp(const(S, reno g a))) = true (i.e. sk(A) est une réponse selon RCp ).

Preuve. Par induction sur les arbres de preuves. |

Ezxzemple 3.2.5 Fibonacct
La figure 3.1 présente un A-arbre de preuve qui correspond a la réponse So de la figure 2.10.

La figure 3.2 présente une oo -arbre de preuve qui correspond au squelette S, de la figure 2.11.
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go1(5,5)

%5,5)\
//’////zzéﬁé\f\\\\\\\\ ////325£§L33\\\\

Fib(3,2) Fib(2,1)  fib(2,1) Fib(1,1)
/\ N /"
Fib(1,1) £ib(0,0) fib(1,1) £ib(0,0)
fib(2,1) fib(1,1)

fib(1,1)fib(0,0)
Figure 3.1 : AN -arbre de preuve pour ®(A, FIB)

Figure 3.2 : ooA-arbre de preuve

La correspondance entre les réponses et les D-arbres de preuve permet de montrer le lien entre
pppf (TF) et SS(P).

Soit X un ensemble d’atomes contraints. On note [X|p = {vp(a) | il existe a «+ C € X,vp(C) =
true}.

Lemme 3.2.22 pppf (TF) = [SS(P)]p

Preuve.

C Soit p(dy,...,dy,) € pppf(TE). Donc p(dy,...,d,) est racine d'un D-arbre de preuve
A, sk(A) est une réponse et il existe v solution de AC(sk(A),p(x1,...,7,)) telle
que vp(p(z1,...,2,)) = p(dy,...,dy,). Donc p(dy,...,d,) € [SS(P)]p.

D Soit p(dy,...,d,) € [SS(P)]p. Donc il existe p(xy,...,zy,) < C € SS(P) et il existe v
tels que vp(C) = true et vp(p(xy,...,x,)) = p(dy,...,dy). C est un store réponse
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pour < p(xy,...,x,) donc il existe une réponse S pour p et une fonction de renom-
mage renos pour S et « p(x1,...,x,) telles que g, 4 yconst(S, renos) = C.
D’apres le lemme 3.2.20, pt(S, renog, v) est un D-arbre de preuve, donc 1’étiquette
de sa racine p(dy,...,d,) € pppf (TE).

Lemme 3.2.23 Si C est un store réponse pour le but «— a alors P =p C — a.
Preyve. Par induction sur les réponses. |

Remarque. La réciproque du lemme 3.2.23 est en général fausse (voir exemple 3.2.6).

&

Ezemple 3.2.6 Couverture des réponses en CLP(R)
Soit le programme P, en CLP(R):

p(z) —x <00
p(z) —x=00¢
p(z) «—x>00¢

La pré-interprétation R a pour domaine IR et interprete de facon usuelle les symboles de prédicats
de contrainte <, = et >. Supposons que le langage contienne la contrainte atomique T interprétée
par la valeur de vérité true. Le but « p(z) admet trois réponses auxquelles correspondent les trois
stores réponses: x < 0, z =0 et z > 0.

P =r T — p(z) car, pour toute valuation v, vp(p(z)) € pppf(TE) (I'ensemble de D-régles est :
{p(d) < €| d € R}). Pourtant T n’est pas une contrainte réponse pour le but «— p(z).
Cependant: Fr T -2 <0Vz=0Vaz>0.

Il existe néanmoins une réciproque plus faible du lemme 3.2.23. Pour énoncer cette réciproque
nous introduisons la notion de couverture.

Définition 3.2.24 Couverture dans une pré-interprétation

Soit C un store et {C;}icr une famille éventuellement infinie de stores. On note =p C — {C;}ier,
qui se lit C' est couvert par {C;}icr dans D, la relation : pour toute valuation v solution de C' il
existe © € I tel que v soit solution de Cj.

Remarquons que si I est fini alors =p C' — {Cj}icr se raméne a |=p C — ;1 C;.

Lemme 3.2.25 Pour tout atome a et tout store C, si P |=p C — a alors =p C — SS(P, a).

Preuve. Si P |=p C' — a alors pour toute valuation v solution de C, vp(a) € pppf (TF)
donc il existe un D-arbre de preuve A de racine vp(a), donc sk(A) est une réponse pour
— a et v est solution de AC(S,a). ]

Remarque. La réciproque du lemme 3.2.25 est cette fois trivialement vraie en utilisant
le lemme 3.2.23. &

Remarque. 1l n’existe pas toujours de couverture finie si ’ensemble des réponses pour
le but est infini, contrairement au lemme 3.3.14 ou D est remplacée par une théorie 7.

&
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Ezemple 3.2.7 Couverture infinie en CLP(N')
Soit le programme P, en CLP(N):

p(r) —x=00¢
p(z) —z=y+10p(y)

Le domaine est IN avec l'interprétation habituelle pour les symboles de fonction et les prédicats de
contraintes.
Le but « p(z) admet Pinfinité de contraintes réponses:

Co: =0
Cy: r(z=z1+1ANz =0)

C;: Jxy---Fzi(lz=x1+1A--- ANz =x;+1ANz;=0)

Une valuation v est solution de C; si et seulement si v(z) = 1.

Il est facile de voir que P |=xr T — p(z), ou T est interprété par true, puisque pppf (Tﬁl’) = {p(i) |
i € IN}. Néanmoins, T n’est pas couverte dans A/ par une partie finie de {C; };c : pour toute partie
finie il existe une valuation v solution d’aucun store de la partie finie.

Jusqu’ici nous nous sommes intéressés aux D-conséquences positives (c’est-a-dire aux “atomes
contraints calculés”) de IF(P) et de IFF(P). Intéressons-nous aux D-conséquences négatives (c’est-
a-dire aux “atomes couverts calculés”). Nous pouvons déja remarquer que IF(P) n’a pas de D-
conséquences négatives car la D-base est toujours un D-modele de IF(P). Du point de vue dual
FI(P) permet d’étudier les D-conséquences négatives. Remarquons que FI(P) n’a pas de D-consé-
quences positives: () est toujours un D-modele de FI(P).

On utilise la terminologie “D-conséquences négatives” car la contraposée d’un atome couvert
fait intervenir une négation. Mais, on préfere les exprimer sous la forme d’atomes couverts afin de
rester dans le langage des contraintes (on préfere considérer un ensemble de stores plutot qu'une
conjonction de négation de stores).

On exprime le lien entre FI(P) et la sémantique opérationnelle au sens de ce qui est calculé.
Lemme 3.2.26 S’il existe un arbre SLD fini pour «— a alors FI(P) |=p a — SS(P, a).

Preuve. Soit «— a un but pour lequel il existe un arbre SLD fini.

Supposons que non(FI(P) Ep a — SS(P,a)). Donc il existe un D-modele I de FI(P)
et une valuation v tels que vy(a) = true et, pour tout C € SS(P,a), v;(C) = false.
Comme vp(a) € I alors vp(a) € pgpf(TE) qui est le plus grand D-modele de FI(P).
Donc il existe un ooD-arbre de preuve enraciné par vp(a). Il lui correspond, comme
dans le lemme 3.2.21, un état complet S tel que pour toute fonction de renommage
renog pour S, il existe une valuation v', v/y(a) = vp(a), v’ est solution de toute partie
finie de const(S, renog). Si ’état complet S est infini alors dans tout arbre SLD il lui
correspond une branche infinie (lemme 2.5.12 et contraposée du lemme 2.5.14). D’ou la
contradiction par hypothese, il existe un arbre SLD fini pour < a. Donc S est fini, v
est solution de AC(S,a) et AC(S,a) € SS(P,a). ]

Notons que la réciproque du lemme 3.2.26 est en général fausse (voir 'exemple 3.2.8).
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Remarque. Dans la preuve précédente, nous avons fait correspondre a tout coD-arbre de
preuve un état complet comme dans le lemme 3.2.21. La correspondance est évidente et
ne nécessite pas de preuve. Mais, la correspondance inverse, comme dans le lemme 3.2.20
est plus subtile. En effet, a tout état complet et & toute valuation solution de son
ensemble de contraintes associé on peut faire correspondre un ooD-arbre de preuve
parce que la définition fait intervenir une valuation. En revanche, il se peut qu’aucune
valuation ne soit solution de ’ensemble de contrainte associé a un état infini. O

Corollaire 3.2.27 S%l eziste un arbre SLD fini pour < a alors FI(P) Ep a — Vegs(pa) C-
Preuve. S’il existe un arbre SLD fini pour < a alors SS(P,a) est fini. ]

Corollaire 3.2.28 Sl existe un arbre SLD d’échec fini pour < a alors FI(P) =p —a.
Preuve. C’est le cas particulier SS(P,a) = 0. ]

En programmation logique, le corollaire précédent exprime la correction de la négation par
I’échec.

Dans le cadre de la programmation logique, le lemme 3.2.26, qui s’exprime facilement, est bien
plus intéressant.

La réciproque du lemme 3.2.26 est en général fausse, comme le montre le contre exemple suivant
de la réciproque du corollaire 3.2.1:

Ezxzemple 3.2.8 D-conséquences négatives du complété
Considérons le programme de ’exemple 3.2.7 auquel on a retiré la premiere clause. Soit P le
programme en CLP(A):

plz) —z=y+10p(y)
Son complété est: IFF(P) = p(z) < Jy(z =y + 1 Ap(y)). Il est tel que IFF(P) |=n —p(x).

Preuve. Supposons que 3z p(x) soit une N-conséquence de IFF(P), donc il existe un
N-modele I de IFF(P) et une valuation v tels que var(p(z)) € I. Or, I est une N-
modele de la clause p(z) «— = = y + 10p(y), donc v;(Fy(zx = y + 1 A p(y))) = true;
donc par(var(y)) € I. En itérant le processus, on construit une suite infinie décroissante
d’entiers de IN, ce qui est bien entendu impossible. Donc, —p(x) est une A-conséquence

de IFF(P). .

Pourtant le but < p(z) n’admet pas d’arbre SLD fini. L’arbre SLD pour ce but est indépendant
de la regle de calcul, puisque I'unique clause de P est d’arité 1, et cet arbre a une seule branche
qui est infinie.

On exprime enfin le corollaire qui établit le lien entre la sémantique déclarative du programme
et sa sémantique opérationnelle pour la partie positive et la partie négative dans un méme énoncé.

Corollaire 3.2.29 Sl existe un arbre SLD fini pour le but < a alors IFF(P) Ep a < SS(P, a).

Preuve. Soit < a un but pour lequel il existe un arbre SLD fini.

Le lemme 3.2.26 assure que FI(P) |Ep a — SS(P,a). Le lemme 3.2.23 assure que
IF(P) =p a « C, pour tout C € SS(P,a). SS(P,a) est fini donc IF(P) =p a «
SS(P,a). Du corollaire 3.2.17 on déduit IFF(P) Ep a < SS(P,a). ]
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Nous donnons maintenant une définition complémentaire en relation avec la sémantique opéra-
tionnelle. C’est la définition de I’ensemble d’échec fini. Cette définition n’a pas été placée dans le
chapitre 2 car elle n’est utile que pour le lemme 3.2.33.

Comme on ne s’intéresse qu’aux buts atomiques, on ne peut définir 'ensemble d’échecs finis
comme ’ensemble des atomes pour lesquels il existe un arbre SLD d’échec fini. Cette notion est
bien trop pauvre. Nous le définissons comme un ensemble d’atomes contraints.

Définition 3.2.30 Ensemble d’échec fini
FF(P) = {a < C | il existe n € IN, tout état S pour «— a ayant ses feuilles indéfinies d la profondeur
n est tel que C A AC(S,a) € RC}

Comme nous ’avons déja précisé, I’ensemble d’échec fini ne joue pas un role tres important. Il
n’est utile que pour I'énoncé du lemme 3.2.33.

Remarque. On peut remarquer que si a < C € FF(P) alors, si on ajoute la clause
p < COa au programme P (ol p est un prédicat de programme qui n’apparait pas
dans l'ensemble II,, d’origine), il existe un arbre SLD d’échec fini pour le but « p.

On remarque aussi que pour tout atome a et tout store C' il existe un arbre SLD
d’échec fini pour le but <+ p dans le programme P augmenté de la clause p «+ C' Oa si
et seulement si a «— C € FF(P).

Enfin, nous aurions pu noter un élément a < C de FF(P) sous la forme —(a O C'), mais
nous tenons a conserver un ensemble de méme nature que ceux manipulés par Tg. O

Ezemple 3.2.9 Fibonacci
L’ensemble FF(FIB) contient par exemple fib(z,y) < z =1+1+1Ay =1+ 1+ 1. Mais il ne
contient pas gol(z,y) «—x >1+1+1+141.

Intéressons nous maintenant au lien entre le plus grand point fixe de opérateur TI? et 'ensemble
des échecs finis.

Soit C' un store et {C;};cr une famille de stores. On écrit =p C < {C;};c; pour exprimer que:

e pour toute valuation v solution de C| il existe ¢ € I tel que v soit solution de Cj;
e pour tout ¢ € I, pour toute valuation v solution de Cj, v est solution de C.
C’est-a-dire :
e Fp C — {Cilier;
e pour tout 7 € I, =p C; — {C}.
Remarque. Si I est fini alors |=p €'« {Cj}icr est équivalent a E=p C = \/;c; C;. O

Définition 3.2.31 Langage des contraintes compact pour les solutions
Le langage des contraintes CONST est compact pour les solutions selon la pré-interprétation D si
pour tout store C il existe un ensemble de stores {C;}ticr tel que =p ~C — {C;}icr.

La notion de compacité des solutions a été définie dans [54]. Conformément a [64, 55] nous
n’utilisons que la partie SCj.

Nous avons traduit le terme anglais “solution compact” par compacité des solutions. Cependant,
la notion de compacité intervenant dans cette définition n’est pas tres claire.

On peut remarquer qu’il n’y a pas de langage de contraintes raisonnable et utilisé qui ne soit
pas compact pour les solutions dans la pré-interprétation sous-jacente.
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Définition 3.2.32 D-arbre de preuve partiel a la profondeur n

Un D-arbre de preuve partiel a la profondeur n € IN est un arbre de profondeur n défini comme un
D-arbre de preuve excepté que ses feuilles de profondeur n me sont pas nécessarrement étiquetées
par des conclusions de régles de ®(D, P) dont ’ensemble des prémisses est ).

Comme pour le lemme 3.2.20 et le lemme 3.2.21 il existe une correspondance évidente entre
les D-arbres de preuve partiels a la profondeur n et les états de profondeur n qui ont toutes leurs
feuilles indéfinies a la profondeur n.

Lemme 3.2.33 Soient D une pré-interprétation.
Si le langage des contraintes est compact pour les solutions selon la pré-interprétation D alors

[FFR(P)p =T, | w
Preuve. Seule la partie D utilise la compacité des solutions.

C Soit a «+ C € FF(P). Donc pour store réponse C' au but « a, CAC” € RC. Soit v une
solution de C. Supposons que vp(a) € TZI; | w. Donc pour tout n € IN, il existe un
D-arbre de preuve A,, partiel a la profondeur n enraciné par vp(a). Au D-arbre de
preuve partiel A,, on peut faire correspondre (en adaptant la définition qui précede
le lemme 3.2.21) un état S,, dont les feuilles indéfinies sont a la profondeur n. De
plus, il existe une solution v’ de AC(S,,, a) telle que v}y(a) = vp(a). Comme v’ ne
concerne que les variables de a, on peut prendre v. Comme a «— C € FF(P) alors
il existe ng € IN tel que tout état S’ qui a ses feuilles indéfinies a une profondeur
no est soit une réponse, soit tel que C' A AC(S’,a) € RC. Comme RC est correct
pour D, cela contredit I’hypothese.

D Soit p(di,...,d,) € TE | w. 1l existe ng € IN tel que p(di,...,dn) & T5 | no.

Donc p(dy,...,d,) n’enracine aucun D-arbre de preuve partiel a la profondeur ny.
Soit {Si}ie{l,...,m} Pensemble des états pour p ayant leurs feuilles indéfinies a la
profondeur ng. Pour tout ¢ = 1,...,m, si v est solution de AC(S;,p(x1,...,2,))

alors vp(p(x1,...,2,)) # p(dy,...,dy), sinon on déduirait de S; (en adaptant la
définition qui précede le lemme 3.2.20) un D-arbre de preuve partiel a la profondeur

ng enraciné par p(dy,...,d,).
e Sim =0 alors, d’apres les définitions, p(dy,...,d,) € [FF(P)]p.
e Sinon, pour tout ¢ = 1,...,m, il existe une famille de stores {C; ;};cs, telle
que E=p ~AC(S;, p(x1,...,xy,)) < {C;j}jes;. Soit v une valuation telle que

vp(p(1,...,2n)) = p(di,...,dy). Donc il existe j € J; tel que vp(C; ;) = true.
Pour chaque i = 1, ..., m, on choisit un tel store C; j, notée Cj. AC(S;, p(x1,...,zy))A
C} n’a pas de solution puisque [=p C} — =AC(S;, p(x1, ..., %4)). Soit {0i}icq1,. m)
une famille de renommage tel que pour tout j # j', vaT(C]'-Gj) N var(C]'-,er) -
{x1,...,zp}, et pour tout k& = 1,...,n, 210; = xf; = 3. Donc C =
Ni=1....m Ci0;i a une solution o' telle que vy (p(z1,...,2,)) = p(di,...,dn).
Donc, on constate que p(zy,...,x,) < C € FF(P).

Alors p(dy,...,d,) € [FF(P)|p.

Ezemple 3.2.10 Langage non compact pour les solutions
Considérons un langage de contraintes qui contient uniquement les contraintes basiques de ’en-
semble: {r =a|zeV}iU{z=0|zeV}

Soit D une pré-interprétation telle que
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o D ={a,f,7};
e ap=aet bp=0
e =p est la relation binaire sur D: {(a, o), (3, B3), (v,7)}-

Le langage des contraintes n’est pas compact pour les solutions selon D: il n’existe pas de famille
{Ci}ier telle que =p —(x = a) < {Ci}ier.
Soit P le programme:

p() — v =a

Le critere de rejet est RCp.

D’une part, on a FF(P) = {p(x) «— = b |z € V}, c’est-a-dire [FF(P)|p = {p(B)}.

D’autre part, on a T5 | 1 =T5 | w = {p(a)}, c’est-a-dire TE | w = {p(B),p(7)}.

On constate alors que [FF(P)|p # T} | w.

On montre ici, sur un exemple trés simple (le programme est simple, U'interprétation des contraintes

est simple), la raison pour laquelle le lemme 3.2.33 est faux si le langage des contraintes n’est pas
compact pour les solutions dans D. En fait, il ne s’agit que d’un probleme relatif & ’expressivité du
langage des contraintes (si on ajoute les contraintes basiques x = ¢, pour tout z € V, au langage
alors il devient compact pour les solutions). Dans la réalité, on peut remarquer que tous les langages
semblent compacts pour les solutions dans leur domaine sous-jacent.

Les résultats qui précedent ont été montré sans supposer que le critere de rejet soit complet
pour D. Seule sa correction était utile.

On suppose maintenant que le critere de rejet RC est correct et complet pour D, i.e. RC = RCp.
Cela nous permet de comparer notre travail avec les travaux classiques de la littérature.

Corollaire 3.2.34 Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. il existe une réponse pour le but «— a (selon RCp);
2. Pl=pJa;
3. il existe une valuation v telle que vp(a) € pppf (TE).

On retrouve donc les ensembles succes de la littérature.
A titre de comparaison, on remarque que si le critere de rejet est RCp (i.e. le critere de rejet
correct et complet pour D) alors:

o SS(P) = pppf(SE), ot SE est 'opérateur défini sur les ensembles d’atomes contraints dans
[65], repris dans [55].

e SS(P) = SS3(P,D), ou SS3(P,D) est 'ensemble succes défini dans [47].

e [SS(P)|p = pppf (TE), ot TE est 'opérateur sur les ensembles de D-atomes de [65, 55].
e [SS(P)|p = SS1(P,D), ou SS1(P, D) est ’ensemble de D-atomes succes de [47].

o [SS(P)]p = [SS2(P, D)]p, ott SS5(P, D) est lensemble succes défini dans [47].

On peut remarquer que dans [47] le théoréme 5.9 annonce a tort que P |=p C — p(z1,...,2,)
si et seulement si p(z1,...,x,) « C € SSo(P, D) alors que le programme P de ’exemple 3.2.7 est
tel que P = true — p(x) et p(z) — true ¢ SSo(P,N).
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3.3 Selon une théorie 7

Soit £ un langage du premier ordre. Une formule F' est conséquence logique d’un sous-ensemble T"
de formules closes (i.e. sans variables libres) du langage £, noté I' |= F, si F est vraie dans toute
interprétation de £ qui est modele de I'. Une théorie sur le langage du premier ordre £ est un sous-
ensemble des formules closes du langage £ fermé par conséquence logique. La théorie engendrée par
’ensemble de formule closes I' est {F' | ' |= F, F' formule close}. Une théorie 7 est compléte si pour
toute formule close F, soit F' € T, soit =F € 7. Un ensemble de formules I' est satisfiable dans
la théorie 7 ¢’il existe un modele D de 7 et une valuation v dans D tel que, pour toute formule
F eT, vp(F) = true.

Le langage du premier ordre auquel on s’intéresse est celui construit sur (V, 3, I1.). Dans notre
cadre, on s’intéresse a une notion plus faible de théorie complete : une théorie 7 est compléte pour
la satisfaction des stores, si pour tout store C, soit 7 |= §|C, soit 7 |= =C. Ce type de théorie joue
un role important dans la mesure ou la satisfiabilité d’un store dans la théorie et sa satisfiabilité
dans un modele de la théorie (une pré-interprétation) sont deux notions équivalentes.

Lemme 3.3.1 Si 7 est une théorie compléte pour la satisfaction des stores et D est un modéle de

T alors RCy+ = RCp.
Preuve. Evidente. ]

Lemme 3.3.2 P,7 = 3a si et seulement si IFF(P),T |= Ja.
P, T =C — a si et seulement si IFF(P), 7 = C — a.

Preuve.
1. P,T |= Ja si et seulement si IFF(P),7 = Ja.
e P, T |=3a = IFF(P), T }= Ja: car tout modele de IFF(P) et T est un modéle
de PetT.
o P,T = Ja < IFF(P),T |= Ja: si IFF(P), T |= Ja alors IFF(P) k=p Ja, donc
P [=p Ja, pour tout modele D de 7. Donc P, 7 |= Ja.
2. P, T |=C — asi et seulement si IFF(P), 7 = C — a.

e PT EC — a= IFF(P), T = C — a: car tout modele de IFF(P) est un
modele de P.

e PTEC — a<IFF(P), T =C — a:siIFF(P), T = C — a alors, pour
tout modele D de 7, pour toute valuation v dans D, pour tout D-modele T
de IFF(P), vp(a) € I. Donc vp(a) est dans le plus petit D modele de IFF(P)
qui est aussi le plus petit D-modele de P. Donc P,7 | C — a.

On peut envisager différentes théories, définies a partir
e d’une pré-interprétation D;

e d’un critere de rejet RC;

e d’un solveur de contraintes A.

Soit d’abord D une pré-interprétation. La théorie associée a D est th(D) engendrée par {3c |
¢ € CONST, =p Je} U{V-c | e € CONST, =p —c}.
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Lemme 3.3.3 Soit D une pré-interprétation.
th(D) est compléte pour la satisfaction des contraintes basiques.

Preuve. D’apres la définition de th(D). ]

Remarque. On constate que |=p et th(D) se comportent de la méme maniere sur les
stores, mais leur effet peut étre différent sur les autres formules construite sur (V, X, I1,.)
ainsi que sur les formules du langage du programme. O

Remarque. (importante)

De plus, si 'on considere la théorie 7 constituée de ’ensemble des formules vraies dans
D alors 7 est une théorie compleéte. Ses modeles sont élémentairement équivalents.
Cependant, les propriétés de la sémantique selon que 'on se place du point de vue de
D ou de 7 sont différentes. Les conséquences logiques de 7 et les D-conséquences sont
les mémes tant que ’on parle de formules. Mais quand on considere les pseudo-formules
infinies (du type C' — {C;}icr) alors les conséquences de 7 et les D-conséquences ne
sont plus les mémes.

C’est parce que le théoréeme de compacité de la logique du premier ordre (voir corol-
laire 3.3.13) n’a pas de pendant pour une interprétation fixée. O

Soit maintenant RC un critere de rejet. La théorie associée a RC est th(RC) engendrée par

{3C | C ¢ RC}U {V-C | C € RC}.

Lemme 3.3.4 Soit D une pré-interprétation.
Si RC est correct et complet pour D alors th(RC) est compléte pour la satisfaction des stores.

Preuve. Si RC est correct et complet pour D (RC = RCp) alors pour tout store C':
e si |=p 3C alors C ¢ RC donc 3C € th(RC) donc th(RC) = 3C;
e si =p —~3C alors C € RC donc V-C € th(RC) donc th(RC) |= ~C.

Remarque. th(RCp) n’est pas obligatoirement compléte ni méme consistante (a cause
des formules qui ne sont pas des stores). O

Soit enfin A un solveur de contraintes. Si le solveur de contraintes A ne répond que oui ou non
alors cela revient a considérer la théorie associée a un critere de rejet.

En revanche, si A a trois types de réponse (par exemple CLP(R)) qui sont yes, no et maybe
alors la théorie associée & A est th(A) engendrée par: {3C | A répond yes pour C} U {V-C | A
répond no pour C'}.

Si A répond yes pour C seulement si C' admet une solution dans la pré-interprétation D et no
seulement s’il n’en admet pas, alors il existe un modele D’ de th(A), i.e th(A) est consistante.

Nous ne donnons pas de systéme de regles associé & un programme P et une théorie 7. On
pourrait le définir comme un systeme de regles sur ’ensemble des atomes contraints comme dans la
section 3.4. Alors, il suffirait de suivre tout le travail de la section 3.2 pour retrouver de nombreux
résultats exprimant les liens entre les ensembles clos, supportés, points fixes de ce systeme et les
conséquences logiques de IF(P), FI(P), IFF(P). Nous nous intéressons tout de suite aux liens entre
la sémantique déclarative selon une théorie et la sémantique opérationnelle (ce qui est calculé).
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3.3.1 Lien avec la sémantique opérationnelle

Nombre des résultats de la section 3.2 s’adaptent en remplagant D par 7, il suffit alors de vérifier
que, selon le cas, le résultat est vrai pour tout modele D de 7, ou il existe un modele D de 7 pour
lequel le résultat est vrai.

Définition 3.3.5 Critere de rejet correct pour une théorie

Un critére de rejet RC est correct pour la théorie T si, pour tout store C: C € RC implique
T E—-C.

1l est complet sz [implication inverse est vraze.

Remarque. Le critere de rejet RCy est correct et complet pour 7.
Le critere de rejet () est correct pour toute théorie 7. O

Lemme 3.3.6 Si RC est correct pour T alors RC est correct pour tout modéle D de T .
Preuve. Evidente. [

On suppose, jusqu’a la fin de cette section, qu’un critere de rejet RC correct pour la théorie 7
est fixé.

Remarque. Le cas RC = RC7 n’est qu'un cas particulier qui correspond, si de plus 7
est complete pour la satisfaction des stores, aux définitions de [54]. O

On commence par quelques résultats d’existence d’une réponse et de correction des réponses.
Lemme 3.3.7 Si: RC = RCr et s’il existe une réponse au but — a alors non(P,T = —a).
Preuve. S’il existe une réponse S au but «— a alors non(7 = =AC(S, a)). Donc il existe
un modele D de 7 et une valuation v tels que vp(AC(S,a)) = true. Donc P |=p Ja,
donc non(P, 7 = —a). ]

Lemme 3.3.8 Si P, 7 = Ja alors il existe une réponse au but «— a.

Preuve. Si P, TJ: Ja alors P Ep Ja pour tout modele D de 7. Soit D un modele de 7.
Puisque P [=p Ja alors il existe un squelette fini complet S pour « a tel que AC(S,a)
a une solution dans D. Donc non(7 |= —AC(S,a)). Comme RC est correct pour 7 alors

S est une réponse pour le but « a. |

Lemme 3.3.9 Supposons que T soit compléte pour la satisfaction. Il existe une réponse S au but
— a si et seulement si P,T |= Ja.

Preyve. Triviale. [
Lemme 3.3.10 Si C est un store réponse pour le but < a alors P,7 = C — a.
Preuve. Cas particulier du lemme 3.4.9. |

Intéressons nous maintenant au probleme de la complétude des réponses calculées.
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Définition 3.3.11 Couverture dans une théorie
Soit {C;}ier une famille de stores. On note T |= C — {C;}icr qui se lit C est couverte par {C; }ier
dans T et qui signifie: =p C — {C;}icr, pour tout modéle D de T.

Lemme 3.3.12 Si: P,7 = C — a alors T = C — SS(P,a).

Prewve. Si P,7 = C — a alors pour tout modele D de 7, P Ep C — a. Donc
Fp C — {AC(S,a)} scsuccess(a) POUr tout modele D de 7. Donc 7 |= C' — SS(P,a). =

Corollaire 3.3.13 du théoréme de compacité de la logique du premier ordre.
T |= C — {Ci}ier si et seulement si il existe une partie finie Iy C I telle que T |= C — \/; <1 Ci.

Preuve.

= Pour tout modele D de 7, 'ensemble de formules 7 U {C'} U {=C;}icr n’a pas de
solution dans D. D’apres le théoreme de compacité de la logique, il existe une
partie finie de 7 U {C'} U {—C;}icr insatisfiable. L’intersection de cette partie finie
avec {C;}icr est une partie finie de {C;};cr. Donc il existe une partie finie Iy C I
telle que 7 = C — V; ¢1, Cio-

< Evident.

Lemme 3.3.14 5i P,T |= C — a alors T'|= C — {AC(S, @)} sesuccess ;(a); 0U successp(a) est une
partie finie de success(a).

Preuve. Conséquence du lemme 3.3.12 et du corollaire 3.3.13. |

C’est principalement pour ce lemme et le suivant qu’on note une différence avec les résultats de
la section 3.2.1.

Définition 3.3.15 Indépendance des contraintes négatives
Le langage des contraintes a la propriété d’indépendance des contraintes négatives (INC) si T |
C = Vieq,..n} Ci implique qu’il eziste j € {1,...,n} tel que T |= C — Cj.

La propriété INC a été énoncé par Maher [65] de maniére équivalente par 7 |= -3(C A
Nicqr,...ny —Ci) implique qu'il existe j € {1,...,n} tel que 7 |= -3(C A=Cy).

Cette propriété est vérifiée dans le cas de la programmation logique, ou les substitutions sont
vues comme des contraintes. C’est la raison pour laquelle le résultat suivant est bien connu pour
les programmes logiques.

Lemme 3.3.16 Supposons que le langage des contraintes vérifie la propriété d’indépendance des

contraintes mégatives.
Si P,T |= C — a alors il existe une réponse S telle que T = C — AC(S,a).

Preuve. Conséquence immédiate du lemme 3.3.14 et de la propriété d’indépendance
des contraintes négatives. |

Lemme 3.3.17 Si «— a a un arbre SLD d’échec fini alors IFF(P),T |= —a.

Preuve. Similaire a la preuve du lemme 3.2.26. [
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3.4 Selon un critere de rejet RC

Cette section ne définit pas une sémantique déclarative pour les programmes. Elle aurait sa place
a la fin du chapitre 2.

Cependant, nous 'avons placée ici comme une introduction a la section 3.5 qui généralise les
sections 3.2 et 3.3 par I'intermédiaire d’une relation abstraite de couverture.

Définition 3.4.1 RC-clause
Une RC-clause est une paire b «— B, ou b est un atome contraint et B est une suite finie d’atomes
contraints.

Définition 3.4.2 Systeme de RC-régles associé a une clause
Le systéme de RC-régles associé a la clause a «+— C Oay -+ - ay, noté P(RC,a «— COay---ay,), est
Uensemble des (af — Cy) «— (a10 «— Cy)---(an0 — C,) ou 0 est un renommage, C4,...,C, sont

n stores, Coy = I_p(CONCL A ---ANCy) et Cy ¢ RC.

Définition 3.4.3 Systeme de RC-regles associé au programme
Le systéeme de RC-régle associé a P est

®(RC,P) = | J ®(RC,R)
ReP

Son opérateur associé Tyra p) est noté Tgc.
Lemme 3.4.4 TEC a un plus petit point fize et pppf(TEC) = THC T w.

Preuve. Voir section 1.2. (]

3.4.1 Lien avec la sémantique opérationnelle

Un (oo)RC-arbre de preuve est un (oo-)arbre de preuve pour le systeme de regle ®(RC, P). Les
étiquettes de ces arbres sont des atomes contraints.

On peut voir un RC-arbre de preuve comme une “réponse renommeée”.

En effet, soit S une réponse et renog une fonction de renommage pour S. Soit pt(S,renog)
Parbre orienté sur le domaine d’arbre standard domg, étiqueté par des atomes contraints, défini
par:

e pt(S,renog) et S ne different que par leur fonction d’étiquetage ;

e pour tout nceud N de domg: si head(renos(N)) = a, et Sy est le squelette enraciné en N
dans S, alors labyy(s renos) (V) = a «+ AC(Sy, a).

Lemme 3.4.5 51 S est une réponse et renog est une fonction de renommage pour S alors [’arbre
pt(S, renog) est un RC-arbre de preuve.

Preuve. Soit S une réponse et renog une fonction de renommage pour S. On procede
par induction sur la profondeur de S.
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La réponse S, ci-dessus, est enracinée par u, nom de la clause a < C Oayq - - - ay.
Chaque S;, 2 =1,...,n, est la réponse enracinée en 1 — 1 dans S.

Figure 3.3 : Réponses enracinées en chaque fils d’une réponse

e Si S est une réponse de profondeur 0. S est enracinée par le nom de fait u (i.e.
S = sq(u)). Soit clause(u) = a « C Oe et 0 tel que renog(root(S)) = ah «+— CHDOe.
On a AC(S,af) =3 _,C0.

L’arbre A est de profondeur 0 et sa racine est étiquetée par af < I_,pCH. La regle
(a — 3_49C0) — ¢ appartient a P(RC,a — C Oe).
Donc A est un RC-arbre de preuve.

e Supposons que toute réponse de profondeur inférieur a n vérifie la propriété.
Si S est une réponse de profondeur n+1. S est enraciné par u. Soit clause(u) = a «—
COay -+ ay. Soit # un renommage tel que renog(root(S)) = (a «— C Oay ---ay)b.
Soit S; la réponse enracinée en i dans S (voir figure 3.3) et renog, la fonction de
renommage pour S; déduite de renog (voir lemme 2.4.2).
Pour tout i = 1,...,n, pt(S;, renog,) est un RC-arbre de preuve dont la racine est
étiquetée par: a;0 «— AC(S;, a;0)
Les pt(S;, renog,) sont les arbres enracinés en chaque fils de la racine de A.
La racine de A est étiquetée par: af «— AC(S, af).
AC(S,af) = 3_49(CHONAC(S,a10)A---ANAC(S,,, a,0)) (voir preuve du lemme 2.4.3.
D'ott la regle (af < 3_,9(CO A AC(S1,a10) A --- A AC(Sp, anh))) «— (a10 «—
AC(Sy,a10)) -+ (a8 — AC(S,,a,0)) appartient & ®(RC,a «— COay---ay) et
pt(S, renog) est un RC-arbre de preuve.

Inversement, on peut voir une réponse comme le “squelette d’'un RC-arbre de preuve”.
En effet, soit A un RC-arbre de preuve. Soit sk(A) larbre sur le domaine d’arbre standard
dom 4, étiqueté par des noms de clauses, défini par:

e A et sk(A) ne different que par leur fonction d’étiquetage ;

e pour tout nceud N de dom 4: si u est la clause d’ou est issue la RC-regle qui relie lab4(N)
aux étiquettes des fils de NV alors lab g 4)(N) = w.

Lemme 3.4.6 Si A est un RC-arbre de preuve alors sk(A) est une réponse.

Preuve. La preuve se fait par induction sur les RC-arbres de preuve comme pour la
preuve du lemme 3.4.4 en montrant qu’a partir de fonctions de renommage pour les
réponses enracinées aux fils de la racine de sk(A) on déduit une fonction de renommage
pour sk(A) comme dans la preuve du lemme 2.4.3 et que la contrainte associée a sk(A)
est non rejetée. |
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Lemme 3.4.7 pppf(TEC) = SS(P).

Preuve. pppf (TII}C) est I'ensemble des étiquettes de racines de RC-arbres de preuve.
D’apres les deux lemmes précédents et la définition de SS(P), il est évident que les deux
ensembles sont égaux. |

On retrouve a nouveau les ensembles succes de la littérature :

Lemme 3.4.8 Si le critére de rejet est RCy (i.e. le critére de rejet correct et complet pour la

théorie T ) alors SS(P) = SS(P,T), ou SS(P,T) est l’ensemble succés défini dans [54].

Nous nous intéressons maintenant au critere de rejet vide (RC = 0, c’est-a-dire que tout squelette
est un état), afin de montrer les résultats généraux de correction et complétude.

Remarque. Dans la suite, le terme réponse peut étre remplacé simplement par squelette
fini complet. O

Lemme 3.4.9 Si S est une réponse pour le but < a alors P = AC(S,a) — a.

Preuve. Soit S une réponse pour le but « a (selon le critere de rejet 0).

Le critére de rejet () est correct pour toute pré-interprétation D. Donc si S est une
réponse pour le but < a alors P =p AC(S,a) — a (lemme 3.2.23) et cela pour tout D.
Or P = AC(S,a) — a signifie pour toute pré-interprétation D: P =p AC(S,a) — a. m

Lemme 3.4.10 S P =C — a alors | C — V sesuccess ¢ (a) AC(S,a), ot success¢(a) est une partie
finie de success(a).

Preuve. Ce lemme est un cas particulier du lemme 3.3.14 dans le cas ou 7 = 0. En
effet 'ensemble des réponses selon le critere de rejet RCy est inclus dans I’ensemble des
réponses selon le critere de rejet (). |

On peut constater que les réponses selon le critere de rejet () définissent en quelque sorte les
réponses générales d’un programme. C’est-a-dire que si S est un squelette fini complet pour < a
alors P = AC(S,a) — a. On en déduit que si renog est une fonction de renommage pour S et
head (renog(root(S))) = a alors P |= const(S, renog) — a. Cette propriété reste vraie méme si nous
supprimons la troisieme condition, sur les variables existentielles, dans la définition de fonction de
renommage. Mais, comme tout systeme de PLC, nous voulons définir les stores réponses les “plus
généraux” pour des raisons d’efficacité évidentes. Cette condition sur les variables existentielles des
clauses renommeées n’est qu’une optimisation opérationnelle.

3.5 Selon une relation de couverture -

On constate que la sémantique déclarative décrite selon un pré-interprétation D ou une théorie 7°
fait intervenir une notion de couverture: C' est un “store réponse au sens déclaratif” pour le but
«— a si C est couverte par une partie des stores réponses pour le but « a.

En revanche, dans la section précédente, si RC est quelconque il manque ce résultat de com-
plétude des réponses. Nous ne retrouvons pas de propriété similaire. Cela vient simplement du fait
que nous ne disposons pas d’une notion de couverture dans ce cadre général.
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L’objet de cette section est de définir une sémantique déclarative, basée sur une relation de
couverture qui étend, a un critere de rejet quelconque, les notions de couverture dans les cas par-
ticuliers ou le critere de rejet est correct par rapport a une pré-interprétation ou une théorie des
contraintes.

Nous introduisons une relation abstraite, appelée relation de couverture entre un store et un
ensemble de stores.

Définition 3.5.1 Relation de couverture

Une relation de couverture b est une relation sur STORE x 2STORE

vérifiant les propriétés sui-
vantes :

pour toute variable x, pour tout renommage 0, pour tout store C, pour tout ensemble de stores R
tel que C = R, pour tout ensemble de stores R' tel que R C R', pour toute famille finie de stores
{Ci}icr, pour toute famille finie d’ensemble de stores {R;}icr telle que, pour tout i € I, C; - R;,
pour toute famille d’ensemble de stores {Rci}orer telle que, pour tout C' € R, C' F Ry,

RENA COF {C'0|C' ¢ R}

TRUE O+ {0}

REFL CF {C}

TRAN  CF Upreg Rer

EXIS, 3JzCF R,sixz¢Ueorcpvar(C')
EXIS;, CF {320'|C' € R}

CONJ  NiesCiF {Aies Cl| Cl € Ryyi € I}

MONO CHFPR

Des propriétés de la regle de couverture F et des équivalences entre stores, on déduit d’autres
propriétés de F: pour toute variable x, pour tout store C' et C’, pour tout ensemble de stores R;
et Ry tels que C F Ry et CF Ry,

EXIS  3zC+ {32C} | C, € R} (EXIS, et EXIS,)
CONJ, CAC'F R, (TRUE et CONJ)

CONJ;, CF{C|AC,|C,| € R.,C}e Ry}
(CONJ et C A C = C section 1.3)

Remarque. Notons qu’il est important de pouvoir considérer des ensembles infinis de
stores en partie droite de la relation de couverture, si 'on veut que celle ci étende la
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couverture dans une pré-interprétation qui, comme nous ’avons vu dans ’exemple 3.2.7,
ne peut se ramener en général a une couverture par un ensemble fini de stores.

Remarquons que {0} (dans la regle TRUE) est identifié logiquement & true. En effet,
le store vide est identifié logiquement & true (élément neutre de la conjonction), donc
I’ensemble de stores qui contient le store vide est identifié a true. Il ne doit pas étre
confondu avec ’ensemble vide de stores qui est identifié a false (élément neutre de la
disjonction). &

(CONST, ) définit un systéme de contraintes en un sens similaire a [84, 48, 18].

En effet, la sémantique des langages de programmation Concurrente avec Contraintes (CC) [85]
est décrite via un systeme de contraintes [84, 86]. Le systeme de contraintes est spécifié comme un
systeme d’information partielle, dans le style des systémes d’information de Scott [87], enrichi des
notions de variables, de quantification existentielle et de substitutions. Par définition, ces systemes
doivent vérifier des propriétés [84, 18]. Saraswat dans [85] montre I'intérét d’un cadre basé sur la
relation d’inférence sous-jacente plutot que sur une pré-interprétation ou une théorie des contraintes.

Dans [84], la relation de conséquence est une relation sur Pr(STORE) x STORE (ou Pf(FE)
est ensemble des parties finies de E). L’ensemble de stores en partie gauche est vu comme la
conjonction de ses éléments. Comme il suppose STORE fermé par conjonction (STORE est le plus
petit ensemble qui contient CONST, fermé par conjonction et quantification existentielle), c’est
donc une relation sur STORE x STORE. Il indique qu’il serait possible d’étendre cette relation a
des ensembles finis de stores en partie droite. Mais contrairement a I’habitude en calcul des séquents,
il Pétendrait de la maniére suivante: C' R si et seulement si C' - {C’'} pour tout C’ € R. En fait, il
considere I’ensemble de stores R comme la conjonction de ses éléments (il souhaite n’avoir que des
séquents intuitionistes). C’est évidement différent de notre maniere d’envisager I’extension puisque
notre objectif est d’abstraire la notion de couverture dans une pré-interprétation ou une théorie
des contraintes. Notons que nous pourrions également considérer des ensembles finis de stores en
partie gauche qui seraient vu également comme la conjonction de leurs éléments. En revanche, il
serait absurde de considérer des ensembles infinis en partie gauche.

Remarque. Il existe dans notre cadre une asymétrie entre les conjonctions (de contraintes
basiques) et les disjonctions (de stores). On considere des ensembles de stores éven-
tuellement infinis alors qu’on a toujours considéré des parties finies de conjonction de
contraintes basiques.

Cela vient d’une différence fondamentale entre la conjonction et la disjonction: pour
vérifier qu’une disjonction infinie de stores est calculée, il suffit de vérifier que chacun
des stores est calculée, alors qu’une conjonction infinie ne peut s’exprimer comme une
somme d’information finie calculée (on retrouve une argumentation similaire a celle de
[89] section Observable properties). )

On retrouve la relation de conséquence des CC, a partir de la relation de couverture, quand
I’ensemble en partie droite est un singleton. On constate que l'on retrouve les propriétés vérifiées
par les relations de conséquence dans ce cas particulier.

Notons qu’a la différence des CC, il n’est pas question ici d’implanter un algorithme qui calcule
des éléments de la relation de couverture. Cette relation sert a décrire la sémantique déclarative,
non la sémantique opérationnelle décrite, quant a elle, par le critere de rejet dont I'implantation
est le solveur de contraintes du systeme.

La définition des systéemes de contraintes de [48] utilise les algebres cylindriques [50]. La structure
d’interprétation des contraintes est un semi-anneau cylindrique clos paramétré par un systeme
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de termes contenant un opérateur binaire de substitution sz pour tout ensemble de variables .
Intuitivement, la quantification existentielle est modélisée par les opérateurs de cylindrification et les
éléments diagonaux modélisent 'unification. Il est intéressant de noter que [48] définit la sémantique
par un ensemble de méme nature que SSy (P). Dans la version de 1992, les auteurs retrouvent dans
leur cadre la relation de conséquence des CC et suggerent, sans le faire, de I’étendre a des ensembles
en partie droite.

En général, la relation de couverture ne sera pas quelconque. Elle ne sert qu’a décrire une
sémantique déclarative en exprimant la notion de couverture d’un store par un ensemble de stores.
Elle sera le plus souvent :

e déduite d’une pré-interprétation D, elle est notée Fp et définie par: C Fp R si pour toute
valuation dans D qui satisfait C' il existe un store de R satisfait par cette valuation (i.e.

Fp C — R);

e déduite d’une théorie 7, elle est notée F7 et définie par: C k7 R si pour tout modele D de
T7:CkpR(ie. 7T =C — R);

e associée a un critere de rejet RC, c’est une relation vérifiant les propriétés et telle que C est
couverte par ) si et seulement si C' € RC.

On remarque que la relation de couverture généralise le critere de rejet. Le critere de rejet peut
étre vu comme le cas particulier C I ().
Il est évident que Fp et 7 vérifient les propriétés de la définition 3.5.1.

Comme pour un critere de rejet, on peut définir la notion de relation de couverture correcte ou
complete :

Définition 3.5.2 Relation de couverture correcte/compléete pour D/7T

Une relation de couverture b est correcte pour la pré-interprétation D si, pour tout store C et tout
ensemble de stores R, C'+ R implique =p C — R.

Elle est complete pour D st limplication tnverse est vraie.

Une relation de couverture = est correcte pour la théorie T si, pour tout store C et tout ensemble
de stores R, C'+ R implique T = C — R.

Elle est complete pour 7 st 'implication inverse est vraie.

On vérifie facilement que Fp est correcte et complete pour la pré-interprétation D et que 1
est correcte et complete pour la théorie 7.

Nous définissons maintenant le systeme de regles sur 'ensemble des atomes contraints associé a
un programme et une relation de couverture, qui décrit la sémantique déclarative du programme.

Définition 3.5.3 Systeme de regle associé au programme
Le systéme de régle associé au programme P, noté (-, P) se compose de deux types de régles :

les régles de programme pour toute clause renommée a «+— C Oay - - - a,, et tous stores Cq, ..., Cy,
on a la regle de programme :

(a =3 (CACLA---NCY)) — (a1 «— Cp)-+-(ay — Cyp)

les régles de couverture pour tout atome a, tout store C et toute famille de stores (Cj)icy, tels
que C F{Cj}ticr, on a la régle de couverture :

(@ — C) — (a — Ciier
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Remarquons les deux natures de fléches imposées par les définitions (atomes contraints et régles).

Remarque. L’ensemble “d’axiomes” du systeme ®(-, P) est composé de deux types
d’axiomes:

les axiomes de programme quand la clause est un fait (i.e. n = 0), on déduit
I’axiome :
(a —3_,C) ¢

les axiomes de couverture quand I = (), on déduit 'axiome:
(a—C)«—e
&

L’ensemble défini inductivement par ®(l-, P) représente la sémantique déclarative du programme.
On le note SS(P). Un élément de SS-(P) est appelé une réponse déclarative.

On définit maintenant quatre opérateurs monotones dont les points fixes seront reliés a la
sémantique opérationnelle ou déclarative du programme (pour trois d’entre eux).

Définition 3.5.4 Opérateurs de conséquence immédiate

Soit Tp, T, T p et T 1 les quatre opérateurs des ensembles d’atomes contraints dans les ensembles
d’atomes contraints définis par :

o Tp(I)={a«— C| il existe une régle de programme(a «— C) «— (a1 < C1)...(an < Cp)
{ai < Citicqr,..ny C I}

o T (I)={a« C| il existe une régle de couverture(a « C) «— (a — C')cicr
{a — C'}crer C I}

e T9 () = Tp(I) UTL(T)
o T p(I) = T (Tp(D))
Lemme 3.5.5 pppf(Tp)=Tp | w

Preuve. Tp est compact car les regles de programmes sont finitaires. ]

Un élément de pppf(Tp) est appelé une réponse opérationnelle. Nous verrons dans la sec-
tion 3.5.1 le lien entre pppf(Tp) et SS(P).

Lemme 3.5.6 pppf(T-p) = SS-(P)
Preuve. Voir section 1.2. (]

L’opérateur Tp est 'opérateur associé aux regles de programme, I’opérateur T,EJ,P est 'opérateur
associé aux deux types de regles. Le plus petit point fixe de Tp correspond aux racines d’arbres
de preuve n’utilisant que les régles de programme, le plus petit point fixe de 7\~ correspond aux
racines d’arbres de preuve. Le plus petit point fixe de 7}° , correspond aux arbres de preuves qui
utilisent aux profondeurs paires des regles de programme et aux profondeurs impaires des regles de
couverture. Le plus petit point fixe de Ti- est sans intérét ici.

Nous énongons maintenant le lemme exprimant la complétude des réponses calculées.
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Lemme 3.5.7 SS-(P) = {a « C | il eziste R,C - R, pour tout C' € R,a «— C' € pppf(Tp)}

Preuve. On prouve le lemme par induction sur les régles de ®(+-, P) en distinguant les
deux cas correspondant aux deux types de regles.
1. Soit (a «— A ((CACL A---ANCy)) « (a1 « Cp)---(ap, <« C,) une regle de

programme.
Supposons que pour tout i = 1,...,n, a < C; € SS(P) et il existe un ensemble
de stores R; tel que C; - R; et a; «— C! € pppf(Tp), pour tout C! € R;.
Montrons qu’il existe R tel que 3_(CACyA---ACp) F Ret a— C' € pppf(Tp),
pour tout C' € R.
La regle de programme est issue de la clause renommée a <+ C Oay - - - a,.

La propriété REFL de la relation de couverture assure que
CH{C}
La propriété CONJ de la relation de couverture assure que
CACLA--ANC,F{CAC|A---ANCL|ClER;yi=1,...,n}
La propriété EXIS de la relation de couverture assure que
FJ(CACIA--ANC)F{T ((CACIA---NCL) | CLER;yi=1,...,n}

Donc, il suffit de prendre R = {3_,(CAC{A---ACl)|Cl € R;yi=1,...,n}.

2. Soit (a < C) « (a « C")crcp une regle de couverture.
Supposons que, pour tout C' € R', a « C’ € SS{(P) et il existe un ensemble de
store R tel que C' + Rer et a «— C" € pppf (Tp), pour tout C” € Rer.
Montrons qu’il existe un ensemble de stores R tel que C + Ret a «— C” € pppf(Tp),
pour tout C” € R.
La regle de couverture est issue de C' - R'.

La propriété TRAN de la relation de couverture assure que

ct+ |J Re
C'erR

Donc, il suffit de prendre R = (Joricp Rer.

Corollaire 3.5.8 pppf (T p) = T-(pppf (Tr)) et pppf (Tp) =Tp T w+ 1.

C’est-a-dire, pour tout arbre de preuve enraciné par a < C, il existe un arbre de preuve enraciné
aussi par a <+ C qui utilise une unique regle de couverture, et cette regle de couverture est utilisée
a la racine de ’arbre de preuve.

On retrouve les résultats bien connus de complétude des réponses opérationnelles dans le cas
ou la relation de couverture est Fp ou 7.

Remarque. Notons qu'un élément de pppf(T,_UT p) est une réponse selon [97].
On remarque que dans le résultat de [97], appelé strong completeness, il n’est pas utile
d’imposer 7 = 3C (voir le lemme 3.3.14). &
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Intéressons nous maintenant a Popérateur T7° p. Il est facile de vérifier que cet opérateur est
monotone. Par conséquent il a un plus petit point fixe.

On ne définira pas le systeme de regle associé a cet opérateur, il peut se déduire facilement a
partir des compositions des régles de programme et des régles de couverture de (-, P).

Lemme 3.5.9 pppf(Tf,P) = pppf(T,fJ,P) = T (pppf (Tp))

Preuve. La seconde égalité est déja prouvée. Pour la premiere:

o pppf (TP p) 2 T-(pppf (Tp)) car la propriété REFL des regles de couverture assure
que pour tout store C', C' - {C'}.

o pppf (T2 p) C pppf(T,SP) car pour tout ordinal «, il existe un ordinal 3 tel que
T°p 1 o C T2, 1 B: pour tout @ € IN, il suffit de prendre 8 = 2, donc
T,S:P TwC T,EJJ;T w, de la méme maniere on a T2 p 1w+ 1 C Tp T w+2, or
pppf (T2 p) 2 Th(pppf (Tp)) d’apres le point précédent et Ti-(pppf (Tp)) = T p 1
w+ 1 = pppf (TF p), donc pppf (T2 p) € pppf (T-p).

Nous avons montré que le plus petit point fixe de T;° , est égal a SS;(P). Cela signifie que
tout élément de SSi(P) enracine un arbre de preuve alternant regles de programme et regles de
couverture.

En résumé, les quatre ensembles

L. pppf(T¢ p)
2. pppf (Tp)
3. Ti-(pppf (Tp))
4. SS,-(P)
sont égaux ce qui exprime
1. le lien entre les réponses opérationnelles et les réponses déclaratives (3.=4.);
2. une forme de compositionalité des réponses déclaratives (1.=4.).

Il est important de noter que seule les propriétés de - sont utiles pour montrer ce résultat. Rap-
pelons que les arbres de preuve pour ®(l-, P) ne sont pas des arbres finis: les regles de couvertures
ne sont pas nécessairement finitaires (cas de p). Ce sont seulement des arbres bien-fondés.

Notons que cette question de compositionalité ne semble pas abordée dans la littérature. Nous
verrons dans le chapitre 4 toute 'importance de cette question.

3.5.1 Lien avec la sémantique opérationnelle

On suppose que le critere de rejet RC est la relation unaire - @, i.e. C € RC si et seulement si

C+ 0.

Remarque. Les arbres de preuve qui n’utilisent que des regles de programmes de ®(+, P)
sont exactement les RC-arbres de preuve si RC = ) (I’ensemble des régles de programmes

est ®(RC, P), ou RC = 0). On en déduit le lemme qui suit. <&
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Lemme 3.5.10 SS(P) ={a <« C | a «— C € pppf(Tp),C ¢ RC}.

a «— C € pppf(Tp) si et seulement si il existe un squelette fini complet S pour «— a et une fonction
de renommage renog pour S et «— a tels que AC(S) = C.

C' est un store réponse au but «— a si et seulement si a +— C € pppf (Tp) et C ¢ RC.

Preuve. D’apres la remarque. [
Lemme 3.5.11 SS. (P) = T,-(SS(P))

Preuve.
SS(P) C pppf (Tp) et T est monotone.

D

C Soit a « C € SSy(P). D’apres le lemme 3.5.7, il existe un ensemble de stores R tel
que C - R et {a — C'}crer C pppf(Tp).
Pour tout C' € R, soit Rcr I'ensemble de stores défini par: Ror = 0 si C' = 0
et Rcr = {C'} sinon. Il est clair que, pour tout C’ € R: C' + Rer. Donc d’apres
TRAN, ona C + Jocp Rer. D’aprés le lemme 3.5.10, pour tout C” € Joicp Rer
a — C" € SS(P).
Donc SSi(P) C T-(SS(P))

Ce lemme exprime la complétude des réponses calculées par rapport a une relation abstraite
de couverture. L’ensemble des résultats de complétude des sections précédentes (selon une pré-
interprétation, selon une théorie) sont des cas particuliers de celui-ci. On retrouve la couverture
finie (par exemple selon une théorie) quand la relation de couverture est compacte:

Définition 3.5.12 Relation de couverture compacte
Une relation de couverture b= est compacte st pour tout store C, pour tout ensemble de store R :
C + R implique C'+ Ry, ou Ry est une partie finie de R.

La relation F7 est compacte parce que la logique du premier ordre est compacte. Notons la
similitude avec la notion de compacité en topologie [89].
La correction des réponses calculées est exprimée par le lemme suivant :

Lemme 3.5.13 SS(P) C SS.(P)

Preuve. SS(P) C pppf (Tp) C SS(P) ]
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Chapitre 4

Diagnostic déclaratif d’erreur

“Of the two aspects of debugging (locating the error and correcting it), the first repre-
sents perhaps 95% of the problem.”

Glenford J. Myers, The Art of Software Testing [67], page 130.

Parmi les étapes de développement d’un programme, il en existe une inévitable: c’est la lo-
calisation des erreurs. Pour des langages de haut niveau, comme les langages de programmation
logiques, les techniques traditionnelles de traces deviennent rapidement difficiles a utiliser a cause
de la complexité du comportement opérationnel des systémes (par exemple le backtracking). De
plus, il serait incohérent de n’utiliser que des outils de mise au point de bas niveau alors que pour
ces langages accent est mis sur la sémantique déclarative (i.e. une sémantique indépendante du
modele d’exécution).

“It is evident that a computer can neither construct nor debug a program without being
told, in one way or another, what problem the program is supposed to solve, and some
constraints on how to solve it.”

Ehud Y. Shapiro, Algorithmic Program Debugging, [88], page 1.

Mais ici, seules des propriétés déclaratives attendues sont requises.

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la correction partielle des programmes logiques avec
contraintes.

Un symptome est le résultat inattendu d’un calcul. Si le résultat d’un calcul est un symptome,
c’est que le calcul a un résultat, c’est donc un calcul fini. Notre objectif est de déterminer les raisons
de ce résultat inattendu en ne faisant référence qu’a des propriétés déclaratives attendues pour le
programme (par exemple, une interprétation attendue).

On souhaite, par ailleurs, que ces raisons soient modélisées par une partie du code du programme
la plus petite possible, plus, éventuellement, des informations expliquant pourquoi cette partie de
code est jugée erronée. Ce couple, partie de code et explication, sera appelé erreur. Le résultat désiré
est: s’il existe un symptome alors il existe une erreur (la contraposée, a relier aux problemes de
validation, est : s’il n’existe pas d’erreur alors il n’existe pas de symptome). De plus, nous aimerions
avoir une méthode effective qui, étant donné un symptome localise une erreur. C’est le diagnostic
déclaratif d’erreur.

Quand il n’existe pas de symptome, on dit que le programme est partiellement correct. Quand
il n’existe pas d’erreur, on dit qu’il est correct.

87
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Remarque. Notons qu’un programme peut étre partiellement correct sans étre correct :
il existe une erreur dans le programme, mais tout calcul fini produit un résultat attendu.

<

Il existe une autre grande catégorie de symptomes qui correspondent a la non-terminaison
inattendue d’un calcul. Dans ce cas, le symptome n’est pas le résultat du calcul mais le calcul
lui-méme. Ce type de symptome n’est pas traité ici; mais il existe des travaux dans ce sens, comme
par exemple [83] qui étend les travaux de [5] et [25] basé sur la sémantique de [24].

Comme nous avons distingué dans le chapitre 2 deux niveaux de calcul, nous distinguons deux
types de symptome:

e les symptomes d’incorrection partielle positifs, appelé plus simplement symptomes positifs; la
notion de calcul qui leur est liée est la dérivation SLD fini;

e les symptomes d’incorrection partielle négatifs, appelé plus simplement symptomes négatifs ;
la notion de calcul qui leur est liée est I’arbre SLD.

Soit P un programme et RC un critere de rejet.

Supposons que a — SS(P,a) € SSy(P) et que SS(P,a) ne soit pas un V-store réponse attendue
pour « a. Deux cas peuvent se présenter :

1. au moins un store de SS(P, a) ne devrait pas faire partie de SS(P,a);

2. il manque au moins un store dans SS(P, a).

Dans le premier cas, le store réponse non attendu vient d’une SLD-dérivation. Seule cette SLD-
dérivation est concernée pour la recherche de I’erreur. C’est donc une notion de symptome lié a ce
type de calcul fini et il n’est pas nécessaire d’imposer des restrictions quant a la finitude de 'arbre
SLD. La notion de symptome positif correspond a ce type de symptome.

Dans le second cas, c’est la notion de symptome négatif qui correspond. Supposons qu’un arbre
SLD fini fournit un V-store réponse qui ne convient pas. C’est qu’il manque au moins une branche
succes a ’arbre SLD.

Les symptomes positifs correspondent a la terminologie plus classique de symptome d’incor-
rection [58], alors que les symptomes négatifs correspondent a la notion classique de symptome
d’incomplétude [92].

Le changement de terminologie est di a la nouveauté de notre approche. En plus de fournir un
formalisme dans le but de diagnostiquer des erreurs dans les programmes logiques avec contraintes,
nous traitons le probleme de réponses manquantes comme un probleme d’incorrection en considérant
une autre notion de réponse. Cette notion de réponse est similaire a celle donné dans [63] pour la
sémantique du langage ESHER et par [81] pour la sémantique du langage PrologIV.

Dans la section 4.1, nous présentons le schéma général du diagnostic déclaratif d’erreur dégagé
dans [41, 43]. Dans la section 4.2 nous présentons, vu dans le cadre de la section 4.1, I’état de
lart du diagnostic déclaratif d’erreur (essentiellement pour les programmes logiques purs). Dans
la section 4.3, nous présentons un nouveau schéma général pour le diagnostic déclaratif. L’intérét
de ce nouveau schéma est d’étudier le probleme des réponses manquantes comme un probleme
d’incorrection. De plus, on explique enfin completement des algorithmes connus dans le cadre de la
programmation logique qui étaient mal compris parce qu'’ils étaient reliés au diagnostic déclaratif
d’insuffisance. Dans la section 4.4 on étudie le cas des symptomes positifs, dans la section 4.5
celui des symptomes négatifs. Dans la section 4.6 on voit le probleme des réponses manquantes de
maniere plus classique.
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4.1 Symptomes et erreurs pour un systeme de regles: Premier
schéma général

Dans la section 1.2 nous avons introduit les définitions inductives. Nous rappelons ici les définitions
de symptomes et d’erreurs et leurs liens dans ce cadre [43, 41]. Dans la section 4.2 nous verrons
une premiere application de ce premier schéma général de diagnostic d’erreur.

Soit E un ensemble et ® un ensemble de regles sur E.

4.1.1 Symptomes, erreurs et diagnostic

Etant donné un ensemble I C E, supposons que nous souhaitons ind(®) C I, mais que nous
constatons qu’il existe un x € ind(®P) \ I. Dans ce cas, = est appelé un symptome de ® par rapport
al.

S’il existe un symptome alors ind(®) € I, donc I n’est pas clos par Ty, i.e To(I) € I; par
conséquent, il existe une regle z «— X € ® telle que X C I mais x ¢ I. Cette regle z «— X est
appelée une erreur de ® par rapport a I.

Il est facile de voir qu’un élément de E est parfois symptome a cause d’un autre symptome,
c’est-a-dire, il est la conclusion d’une regle dont une prémisse est un symptome. Il n’est pas tres
intéressant de désigner cette regle comme la regle responsable du symptome. Une erreur est bien plus
intéressante : c’est une regle dont la conclusion est un symptome alors qu’aucune de ses prémisses
n’en est un. De plus, s’il n’y a pas d’erreur alors il n’y a pas de symptome. La conclusion d’une
erreur est une sorte de symptéome minimal.

Supposons que toutes les regles de ® soient finitaires.

Etant donné un arbre de preuve enraciné par un symptome, 'idée d’un algorithme de diagnostic
d’erreur est de vérifier si les étiquettes des nceuds de 'arbre sont des symptomes: il existe un nceud
étiqueté par un symptome alors qu’aucun de ses fils ne ’est. La regle qui relie ’étiquette de ce noeud
aux étiquettes de ses fils est une erreur. Comme 'arbre de preuve est fini, ’algorithme termine.

4.1.2 Co-symptomes, co-erreurs et diagnostic

Du point de vue dual, un co-symptome de ® par rapport a I C E est un élément de I\ coind(®P).
Une co-erreur de ® par rapport a I est un élément = de I tel qu’il n’existe aucune regle z «+— X € ¢

avec X C I (ie. z € I\ To(1)).

S’il existe un co-symptome alors coind (®) 2 I, donc I n’est pas supporté par Ty, i.e. To(I) 2 I;
par conséquent, il existe une co-erreur.

Notons que s’il n’y a pas de co-erreur alors il n’y a pas de co-symptome. De plus, s’il n’existe
ni erreur ni co-erreur alors I est un point fixe de Tg.

Supposons que toutes les regles de ® soient finitaires.

Etant donné un co-symptome z, I'idée d’un algorithme de diagnostic de co-erreur est d’essayer
de construire un oco-arbre de preuve enraciné par x dont ’ensemble des étiquettes est inclus dans
I. C’est impossible. Si c¢’était possible alors I’ensemble X des étiquettes des nceuds de cet arbre
serait supporté par Tg, donc X C coind(®), or z € X. On construit une suite d’arbre de preuve
“partiel”! enracinés par = dont les étiquettes sont dans I. Chaque arbre A;y; de la suite (sauf le

1Un arbre de preuve partiel est un arbre de preuve avec hypothéses, i.e. certaines de ses feuilles sont étiquetées
par des éléments qui ne sont pas nécessairement des conclusions de regles dont ’ensemble des prémisses est vide. Ces
feuilles (ou leurs étiquettes) sont appelées des hypothéses.
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premier) est obtenu a partir du précédent A;: on choisit une hypothése N € dom 4, et une regle
laba,(N) «— X € ® telle que X C I, A;y1 = graft(A;, N, A), ou A est 'arbre de preuve partiel de
profondeur 1 enraciné par lab4,(N) dont Pensemble des feuilles est X. On trouve une “hypothese”
x' € I tel qu’il n’existe aucune regle de conclusion 2z’ dont les prémisses sont dans I (sinon on
construit un oo-arbre de preuve enraciné par z). Cet élément z’ est une co-erreur. L’algorithme
termine si la tentative de construction de ’arbre n’est pas quelconque: par exemple, on peut le
construire par niveaux.

4.2 Survol du débogage déclaratif en programmation logique

Nous rappelons, en nous appuyant sur le premier schéma général les principaux travaux sur le
diagnostic déclaratif d’erreur.

4.2.1 Symptome et erreur pour les programmes logiques

On a une premiere application trés simple du schéma général (section 1.2) si 'on considére un
programme logique défini P, la base de Herbrand H (i.e. 'ensemble des atomes clos), et le systéme
de regles constitué des instances closes des clauses de P [62, 2]. L’opérateur associé au systéme de
regles est généralement noté Tp.

pppf (Tp) est le plus petit modele de Herbrand de P et c’est aussi ’ensemble des atomes clos
conséquence logique de P. En ce sens, il formalise la sémantique déclarative (close) (positive) de P.

Soit I un ensemble d’atomes clos formalisant des propriétés attendues pour le programme P.

Un symptome de Tp par rapport a I est un atome représentant une réponse close fausse de P
et est appelée un symptome d’incorrection de P par rapport a 1.

Une erreur est appelée une incorrection de P par rapport a I. Trivialement, s’il n’y a pas
d’incorrection alors I est un modele de Herbrand de P.

Remarque. Notons que le schéma général s’applique également si l’on considere d’autres
formalisations par point fixe de la sémantique des programmes: par exemple, la séman-
tique avec variables [40, 32] ou la s-sémantique [15]. <&

Les propriétés attendues, formalisées par ’ensemble I, ne constituent pas obligatoirement une
spécification compléte du programme P. En d’autres termes, on désire seulement avoir pppf (Tp) C
I, mais I'égalité n’est pas nécessairement attendue: par exemple les propriétés attendues peuvent
concerner la forme des atomes, le typage, etc. [70, 78].

Les notions duales de co-symptome et co-erreur interviennent quand on s’intéresse a la séman-
tique négative (close) du programme P, a cause de I'ensemble d’échec fini de P, parce qu’il est
inclus dans H \ pgpf (Tp).

Un co-symptome de Tp par rapport a I est appelé un symptome d’insuffisance de P par rapport
a I. C’est une notion abstraite qui peut s’appliquer aux réponses manquantes (closes) effectivement
calculées, c’est-a-dire au cas ou un atome appartient & I mais appartient aussi a ’ensemble d’échec
fini de P.

Une co-erreur est appelée insuffisance de P par rapport a I. Le terme insuffisance [88] (et non
pas incomplétude) fait ressortir la différence entre I C pgpf(Tp) et I C pppf(Tp). Il est intéressant
de constater que I'insuffisance est une bonne notion d’erreur: elle explique le symptome dans le but
de corriger le programme. En particulier, une autre notion d’erreur qui expliquerait uniquement
la raison pour laquelle il y a échec fini ne serait pas une bonne notion d’erreur car I’échec fini est
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une propriété opérationnelle du programme P seul, alors que les bonnes notions de symptomes et
d’erreur doivent aussi dépendre des propriétés attendues de P. De plus, il est intéressant qu’elles
ne dépendent que de propriétés indépendantes du comportement opérationnel.

Cette approche théorique est bien pratique parce que les notions de symptome et d’erreur et
les relations entre elles sont treés claires (et simple) dans ce cadre inductif. De plus, cette approche
s’applique aux symptomes effectivement calculés par la résolution SLD.

Dans ce schéma général, avec d’une part le plus petit point fixe de Tp et d’autre part son plus
grand point fixe, on peut considérer I'information négative et I'information positive ensemble. Le
schéma se généralise aux programmes logiques avec négation (programmes normauz) [41, 11] (la
sémantique de Fitting [44] en donne une vision logique). A nouveau tout symptome est relié a une
erreur, mais maintenant toute interaction est possible entre les deux types de symptomes et les deux
types d’erreurs a travers les négations : un symptome d’incorrection (respectivement d’insuffisance)
peut étre relié & une insuffisance (respectivement une incorrection).

On peut également retrouver ’approche de Lloyd [61, 62] basé sur une sémantique logique du
complété de Clark [17], la résolution SLDNF et la notion d’interprétation attendue I, ou 'absence
d’erreur signifie que I est un modele du complété du programme. En fait I modele du complété de
P est un cas particulier de I point fixe de Popérateur de Fitting associé a P.

Pour le cas des réponses manquantes, une autre notion d’erreur est également étudiée [78,
37, 69] appelée atome non complétement couvert (ou insuffisance faible [94]). Il s’agit d’un atome
éventuellement avec variables dont une instance est un atome non couvert (i.e. une insuffisance).
Cette notion d’erreur est plus faible (elle comporte moins d’information) que la notion d’insuffisance,
mais intervient dans des algorithmes de diagnostics (voir section 4.2.2) qui ont une interaction avec
I’oracle moins complexe.

4.2.2 Diagnostic déclaratif pour les programmes logiques

Bien entendu I’ensemble I de propriétés attendues pour le programme n’est pas toujours disponible.
Ce n’est qu'une formalisation théorique en terme d’ensemble du concept d’oracle [88] i.e. la maniere
par laquelle algorithme de diagnostic peut obtenir de 'information sur les propriétés attendues
du programme (formalisées par I).

Considérons un arbre de preuve enraciné par un atome formalisant une réponse fausse. L’éti-
quette de sa racine appartient a pppf(Tp) mais n’est pas attendue. C’est un symptéome d’incorrec-
tion de P par rapport aux propriétés attendues I.

L’algorithme de diagnostic interroge 1’oracle sur les nceuds de ’arbre de preuve: ’oracle indique
si les étiquettes des nceuds sont attendues (pour simplifier si le nceud est attendu). On montre (par
induction sur les arbres de preuve) qu’il existe un nceud qui n’est pas attendu alors que tout ses
fils le sont: la racine n’est pas attendue et I’arbre est fini. La regle reliant ce nceud a ces fils est
une erreur de Tp par rapport a I. Elle correspond a une instance de clause incorrecte, c’est-a-dire
une incorrection de P par rapport a I. L’algorithme peut retourner la premiere erreur détectée, ou
encore I'ensemble des erreurs ayant une occurrence dans 'arbre de preuve.

Toute stratégie pour localiser une erreur dans 'arbre de preuve peut étre envisagée. Par exemple
la stratégie descendante (qui interroge les fils d’un neeuds de gauche a droite en profondeur d’abord)
[88, 40, 61, 72]. En général, ces algorithmes s’arrétent des que la premiere incorrection est détectée.
Aussi, changer de stratégie peut optimiser le nombre de questions posées a l'oracle?. Cela peut

2Une des préoccupation les plus importante dans le diagnostic déclaratif est de minimiser le nombre de questions
a loracle, et que ces questions soient les plus simples possible. Il ne faut pas oublier que le concept théorique
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changer également la sortie de I'algorithme, i.e. I'incorrection trouvée. Des stratégies meilleures en
moyenne (en nombre de question a l'oracle) que la stratégie descendante (ou ascendante) sont par
exemple la stratégie “diviser pour régner” (divide-and-query) [88, 14], ou des stratégies basées sur
des heuristiques [79, 75].

Une autre maniere de réduire le nombre de questions a ’oracle est d’avoir stocké ses précédentes
réponses afin de ne plus 'interroger sur des questions dont la réponse est subsumeée par des réponses
a des questions précédentes [88, 68, 16].

Une spécification partielle de la sémantique attendue du programme fournie a ’algorithme
de diagnostic peut encore réduire le nombre de questions [28, 37]. Drabent et al. [37] suggerent
d’utiliser les assertions, qui peuvent étre “attachées” aux symboles de prédicats du programme,
comme spécification partielle. Dans [34] une spécification exécutable est utilisée pour générer des
tests, localiser des erreurs et guider la correction, par I'intermédiaire de techniques d’inférences
déductive et inductive (voir aussi [33, 59]). Notons tout de méme qu’une spécification compléte et
exécutable du programme est une hypothese un peu forte!

L’intérét du diagnostic déclaratif par rapport aux techniques de traces est maintenant clair:

1. L’utilisateur n’a pas besoin de comprendre le comportement opérationnel du systéme (les
arbres de preuve sont intrinseques au programme, i.e. ils ne dépendent pas de la stratégie de
résolution).

2. L’algorithme suit le chemin direct du symptome jusqu’a ’erreur (évitant les explorations
inutiles dues au backtracking).

3. Il n’affiche que de linformation pertinente (c’est-a-dire indispensable a la localisation de
Perreur).

4. Il aide le programmeur a se poser les bonnes questions sur son programme.

5. Il fournit au programmeur une clause fautive, mais aussi les conditions de son incorrection
formalisées par une instance de clause incorrecte.

6. L’ensemble des points précédents facilite la correction du programme.

Pour le probleme des réponses manquantes, deux types de diagnostic sont envisagés. Le premier
type recherche une insuffisance (un atome non couvert) [88, 40, 61] alors que le second recherche
une insuffisance faible (un atome non complétement couvert) [78, 37, 69].

La donnée, pour le premier type d’algorithmes, est un symptéme d’insuffisance, c’est-a-dire un
atome attendu formalisant une réponse manquante.

Intuitivement, l'algorithme de diagnostic tente de construire un arbre de preuve enraciné par le
symptome d’insuffisance. Naturellement, la tentative doit échouer (si la construction est équitable).
Supposons que 'on ait déja un arbre de preuve partiel, c’est-a-dire un arbre de preuve dont certaines
feuilles sont des hypotheses. L’algorithme choisit une hypotheése de arbre de preuve (une feuille
non étiquetée par un fait) et demande a loracle une instance de clause dont la conclusion est
I’hypothese et les prémisses sont attendues dans le but de “greffer” cette regle a la feuille. Quand
aucune instance de clause n’a été trouvée, ’hypothése est un atome non couvert.

d’oracle se traduit dans la réalité par le concept concret de programmeur. Dans la majorité des implantations, c’est
le programmeur qui répond aux questions posées sur les propriétés attendues, méme quand une spécification partielle
de ces propriétés est fournie a ’algorithme de diagnostic: ce dernier peut toujours étre amené a poser une question
sur la partie non spécifiée des propriétés attendues.
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Cette fois toute stratégie n’est pas une bonne stratégie, contrairement aux algorithmes de diag-
nostic d’incorrection. Une bonne stratégie est, par exemple, de construire I’arbre de preuve partiel
par niveaux. D’autres stratégies peuvent étre utilisées, guidées par des heuristiques, dans le but
de choisir la feuille qui minimisera le nombre de questions. Il faut souligner que l'interaction avec
Poracle est assez compliquée: il doit fournir des substitutions (méme s’il est aidé dans cette dé-
marche par algorithme de diagnostic).

La donnée, pour le second type d’algorithmes est un symptome d’incomplétude, i.e. un atome
qui a un instance attendue formalisant une réponse manquante.

L’interaction avec l'oracle est plus facile que celle du premier type d’algorithmes. En effet, celui-
ci n’a pas a fournir de substitution. Il ne répond que par oui ou non aux questions d’incomplétude
[37, 78]. L’idée est de vérifier si toute instance attendue d’un atome a est instance d’un atome
formalisant une réponse au but « a.

Mais, lalgorithme, quant a lui, est plus compliqué. De plus, il suppose l'existence d’un arbre
SLD fini sans co-routinage [69, 93] (ou un arbre SLD fini standard [37]) a partir du symptome
d’incomplétude (dans le but d’avoir des questions d’incomplétude finies). Naish dans [69] recherche
des possibilités afin de supprimer cette condition de non co-routinage dans certain cas.

Le Rationnal Debugging [78] invoque des dépendances entre termes et utilise conjointement la

sémantique déclarative et la sémantique opérationnelle en utilisant une notion d’“appels inadmis-
sibles”.

Les algorithmes de diagnostic décris ci-dessus ont été implantés pour plusieurs systemes de
programmation logique. Les programmes de diagnostic sont souvent des méta-programmes, et leur
implantation souleve des problemes de représentation du programme objet [51, 91]. De ce point de
vue, le langage Godel [52] offre des facilités de manipulation de programmes au niveau objet. Binks
a développé le systeme de diagnostic déclaratif GRADE [14] pour Gddel, écrit en Godel, incluant
des outils pour les types abstraits de données et le co-routinage. Un des composants du systeme de
mise au point NUDE [74], implanté par Naish, est un diagnostic déclaratif. Le systéeme HyperTracer
environment utilisant des heuristiques [78] a été implanté pour C-prolog par Calejo [16].

4.2.3 Extensions

Le diagnostic déclaratif a été étendu a des propriétés non déclaratives. Par exemple, dans un
contexte de programmation logique concurrente, Abstract Algorithmic Debugging [60] réduit la
complexité des questions posées a l'oracle par le biais d’abstractions.

Plus récemment, Abstract Diagnosis [98, 27, 28, 29] étend les méthodes de diagnostic déclaratif
en combinant la s-sémantique [15] et les techniques d’interprétation abstraite [30]. La méthode
est basée sur la comparaison entre la spécification I, et Tpo(I,) pour un Tp, adéquat, ol «
est un observable [26]. Pour certains observables (par exemple I'ensemble des réponses calculées
a une profondeur n) les auteurs donnent une méthode de diagnostic d’incorrection indépendante
des symptomes. Ils donnent également une méthode de diagnostic d’incomplétude pour une grande
classe de programme incluant les programmes acceptables [4] (en tirant parti de I'unicité du point
fixe? de Tp). Le diagnostic n’est généralement pas effectif parce que I est infini, mais le devient si
une sémantique abstraite finie adéquate est considérée [29].

%Tls supposent que tout programme que 'on souhaite écrire a un unique point fixe (c’est le cas de tous les
programmes proposés dans [90] par exemple). De plus, ils supposent que les versions erronées de ces programmes ont
également un unique point fixe. Il se trouve que I'expérimentation montre que dans la majorité des cas ces hypotheses
s’averent vérifiées.
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Le diagnostic déclaratif a été également étendu a d’autres types de langage de programmation :
des langages logico-fonctionnels comme NUE-Prolog [73], Escher [63]. Une caractéristique typique
du cadre du diagnostic en Escher est sa simplicité, principalement parce que le calcul n’est pas
décrit explicitement par un arbre, mais par des équations et un calcul déterministe.

D’autres langages ont aussi été considérés : les langages fonctionnels paresseux [76, 71] et méme
des langages impératifs [46] incluant un sous-ensemble de Pascal. Dans le schéma de [72], Naish
décrit un cadre pour la mise au point déclarative de programmes logiques orientés objet.

Des travaux récents étendent les diagnostic déclaratif a la programmation logique avec contraintes.
La principale difficulté est que les interprétations de Herbrand ne représentent plus la sémantique
des programmes. De plus, peu de langages de contraintes ont la propriété d’indépendance des
contraintes négatives (INC [65]), ce qui complique le diagnostic d’insuffisance (1’algorithme proposé
dans la section 4.2.2 ne peut convenir si INC n’est pas vérifiée). Naish annonce dans [72] un pro-
totype implanté en CLP(R) basé sur son schéma (malheureusement, je n’ai pas trouvé d’autres
références a ces travaux).

Cette these est une contribution & l’extension a la programmation logique avec contraintes. [95]
fournit un cadre formel inductif basé sur la vision grammaticale [32] pour étendre le diagnostic
déclaratif au langages de PLC. [58] (réponses fausses) abstrait 'interprétation des contraintes par
un critere de rejet pour tenir compte de incomplétude des solveurs de contraintes. [92] étend le
critere de rejet par une relation de couverture et définit les insuffisances et les insuffisance faibles
dans un cadre inductif unique [42].

Un dernier point est le “probléeme de présentation” [63] qui consiste a trouver des moyens de
présenter a l'oracle (souvent le programmeur) des questions a l’origine longues et complexes sous
une forme convenablement simplifiée pour que celui-ci puisse y répondre correctement. Ce point est
au moins aussi important en programmation logique avec contraintes qu’il ’est en programmation
logique pure.

4.3 Symptomes et erreurs pour une relation bien fondée : deuxieme
schéma général

Dans la section 4.1 nous avons décrit les notions de symptomes, symptome minimal et erreur du
premier schéma général [43] basé sur les définitions inductives [1].

Il se peut que l'on éprouve parfois des difficultés a exprimer un systeme de regles qui conduise a
une notion de symptoéome minimal acceptable. Il se peut aussi que 'on dispose d’une bonne notion
de symptome minimal, mais que les systéemes de regles pour cette notion soient compliqués et non
intuitifs.

Nous proposons dans cette section une autre approche du schéma général du diagnostic déclaratif
basé sur le fait que: un algorithme de diagnostic est essentiellement la recherche d’un symptome
minimal selon une relation bien fondée.

Par exemple, supposons que ’on ait une relation binaire sur les états de calcul et que la restric-
tion de cette relation & un sous-ensemble des états de calcul soit bien fondée (la notion de relation
bien fondée est intimement liée & la notion de calcul fini, preuve de terminaison, etc.). Alors le
schéma que nous proposons s’applique immédiatement. De plus, si le sous-ensemble des états de
calcul considéré est fini, alors il suffit, pour montrer que la relation est bien fondée, de montrer que
sa cloture transitive est irréflexive. En général, c’est tres simple.
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Soit E un ensemble. Soit R une relation binaire bien fondée sur E. Soit I C E 'ensemble des
éléments de E attendus. Supposons que I # E, c’est-a~dire E \ I # 0.

Définition 4.3.1 Symptome pour une relation bien fondée
Un symptome de R par rapport a I est un élément de E \ I.

Comme R est bien fondée, F \ I admet au moins un élément minimal (selon R™).

Définition 4.3.2 Symptome minimal pour une relation bien fondée
Un symptéme minimal de R par rapport ¢ I C E est un élément minimal de E\ I (selon RT).

Lemme 4.3.3 Sl existe un symptome de R par rapport a I alors il existe un symptome minimal
de R par rapport a I.

Preuve. RT est un ordre bien fondé. ]

Si a chaque symptome minimal on sait associer une notion d’erreur alors: s’il n’existe pas
d’erreur, il n’existe pas de symptome.

4.3.1 Diagnostic d’erreur pour une relation bien fondée
Le diagnostic est aussi simple que le schéma lui-méme.

Un algorithme de diagnostic évident consiste a construire une suite zg, z1, ..., z;,..., de symp-
tomes tels que pour tout ¢ (z;41,2;) € R, i.e. une suite décroissante de symptomes. La suite est
obligatoirement finie, puisque R est bien fondée.

Si I’on construit une suite (finie) décroissante de symptomes dont le dernier élément n’a pas de
prédécesseur qui soit un symptome alors ce dernier élément est un symptome minimal.

4.3.2 Liens avec les définitions inductives

Soit R une relation binaire bien fondée sur E. Soit ®r I’ensemble de regles sur F défini par: pour
tout « € F, soit X C E I’ensemble des prédécesseurs de z, z < X est une regle de ®p.

Remarque.

1. Le systeme de regles @ est non ambigué, i.e. chaque élément de E est la conclusion
d’au plus une regle (exactement une dans notre cas).

L’ensemble défini inductivement par @ est 'ensemble E tout entier.

2. Dans la section 1.2.1 nous avons défini les arbres de preuve pour des systemes de
regles finitaires. Nous avons profité de la définition des domaines d’arbre standard
pour définir I’ensemble des nceuds d’un arbre de preuve. Mais ce qui est important
c’est la structuration en arbre des nceuds plutot que la nature méme des nceuds.
On peut définir les arbres de preuve méme pour des systémes non finitaires (cepen-
dant, leurs domaines d’arbre ne peuvent plus étre standards quand I’ensemble des
prémisses des régles ne sont plus dénombrables). Un arbre de preuve est un arbre
étiqueté bien fondé (sans branche infinie) tel que I'étiquette de chaque nceud est
la conclusion d’une regle dont les prémisses sont les étiquettes des fils du noeuds.

On montre toujours que ’ensemble des racines d’arbres de preuve est ’ensemble
défini inductivement par les regles.
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3. On remarque que pour @, tout élément de E enracine un unique arbre de preuve.
De plus, comme le systeme est non ambigué, on constate que l'on peut prendre
comme domaine d’arbre d’un arbre de preuve ’ensemble de ces étiquettes et chaque
neeud correspond a son étiquette (cela devient faux si ’on veut définir les co-arbres
de preuve).

Les arbres de preuve pour @ sont éventuellement infinis si les regles ne sont pas
finitaires, mais il ne doivent pas étres confondus avec les oco-arbres de preuves:
toute branche d’un arbre de preuve est finie.

&

Les notions de symptome et symptome minimal de R par rapport a I C E correspondent aux
notions de symptome et symptome minimal de @ par rapport a I de fagon tout a fait évidente.

Il semble que les définitions par rapport a une relation bien fondée soient un cas particulier des
définitions par rapport a un ensemble de regles: quand celui-ci est non ambigué.

En fait, il s’agit de deux formalismes équivalents.

Soit ® un ensemble de regles sur E. Soit adp(®) 'ensemble des arbres de preuve pour ®.

Soit Rg la relation binaire sur adp(®) définie par: (A’, A) € Ry si et seulement si il existe ¢ € IN
tel que A" est 'arbre de preuve enraciné en 7 dans A. Rg est bien fondée (les branches des arbres
de preuve sont finies).

Soit I C FE tel que ind(®) € I. C’est a dire qu’il existe au moins un symptome de & par rapport
a I. Les symptomes de ® par rapport a I sont des éléments de ind(P).

Soit Ip, l'ensemble des arbres de preuves enracinés par un élément de ind(®) N I. D’une part,
Ir, C adp(®). D’autre part, adp(®)\Ir, # 0 puisque ind(P)\I # 0 (adp(P)\Ig, est 'ensemble des
arbres de preuve enracinés par les symptome de ® par rapport a I). Donc, il existe des symptomes
de Ry par rapport a Ig,.

Un symptome minimal de Rg par rapport a Ir, est enraciné par un symptome de ® par rapport
a I et est tel que tout ses prédécesseurs sont enracinés par des éléments de I, i.e. il est enraciné
par un symptome minimal de & par rapport a I.

Réciproquement tout symptome minimal de @ par rapport a I enracine un symptome minimal
de Rg par rapport a Ir, puisqu'un symptome minimal correspond a un symptome qui enracine un
arbre de preuve dont tous les éléments étiquetant les fils de sa racine (ils enracine des “sous-arbre
de preuve”) sont dans 1.

C’est simplement dit au fait que deux arbres enracinés par le méme élément et qui ont les mémes
“sous-arbres” sont identiques.

En fait, les deux formalismes ont le méme pouvoir d’expression parce que les principes de preuve
par induction (structurelle [6]) et de preuves par induction bien fondée sont équivalent : “I'un simule
Pautre”. Ce qui se montre facilement dans notre cadre.

Soit @ un ensemble de regles sur E. Le principe de preuve par induction structurelle d’une
propriété P sur les éléments de ind(®P) consiste & vérifier que, pour toute regle x «— X € P, si les
éléments de X vérifient P alors x vérifie P.

Soit R une relation binaire bien fondée sur E. Le principe de preuve par induction bien fondée
d’une propriété P sur les éléments de E consiste a vérifier que, pour tout x € FE, si tout prédécesseur
de z vérifie P alors x vérifie P.

En utilisant les deux techniques consistant & passer de R a ®p et de & & Rg, on montre
que toute preuve par induction structurelle se ramene a une preuve par induction bien fondée et
réciproquement.
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Nous avons donc deux schémas généraux équivalents pour le diagnostic déclaratif. Il est intéres-
sant de disposer du second, car une relation bien fondée simple peut parfois aboutir & un systeme
de reégle inutilement compliqué comme nous le verrons par la suite (section 4.5).

De plus, la notion de relation bien fondée est intrinsequement liée a la notion de calcul fini.
Par exemple, dans le chapitre 2 tout calcul est décrit par un arbre; quand le calcul est fini, la
réciproque de sa relation de parenté est bien fondée. Mais il existe d’autres relations bien fondées
sur les états de ces calculs finis, et nous verrons que certaines conduisent a des notions intéressantes
de symptome minimal.

Remarque. Notons que nous n’avons pas défini la notion d’erreur pour le schéma basé
sur une relation bien fondée. Il y a une explication simple: nous n’avons pas défini la
structure a partir de laquelle se définit la relation bien fondée.

Dans le premier schéma on pouvait donner une notion d’erreur parce qu’on donnait un
systéeme de régles ® (une erreur est une regle de ®@).

Les algorithmes de diagnostic recherchent en fait un symptome minimal. C’est une fois
que ce symptome minimal est trouvé qu’on 'explique par une notion d’erreur issue par
exemple d’un systéeme de regles ou d’un programme. O

Remarque. Nous n’avons pas cherché a définir de notion duale (co-symptome) pour une
relation bien fondée. C’est parce que le probleme des réponses manquantes sera traité
comme celui des réponses fausses par un algorithme du type recherche d’incorrection.
En fait, une réponse manquante peut s’expliquer par une incorrection d’un systeme de
regle. Ce systeme de regles est toutefois compliqué, mais heureusement, il existe une
relation bien fondée simple qui lui “correspond”. C’est a partir de cette relation bien
fondée que nous rechercherons dans le programme les causes d’une réponse manquante.

<

4.4 Correction partielle positive: réponses fausses

On suppose un programme P et un critere de rejet RC fixés.

Rappelons que la notion de symptome est liée a la notion de calcul fini dont le résultat est
inattendu. Dans cette section nous allons examiner le cas des symptomes pour le premier niveau
de calcul : les dérivations SLD.

Considérons une SLD-dérivation succes pour le but « a dont I’état final S est telle que a «—
AC(S,a) n’est pas attendu.

L’état complet S peut étre construit a partir des sous-squelettes greffés en ses nceuds. D’apres
le Lemme 2.4.2 chacun de ses sous-squelettes est une réponse.

Soit < la relation binaire sur I’ensemble des réponses définie par S’ < S si il existe ¢ € IN tel
que S’ est la réponse enracinée en i dans S (voir figure 4.1).

Lemme 4.4.1 < est bien fondée.

Preuve. Les réponses sont finies et si S’ < S alors card(domg) < card(domg), ou
card(X) est le cardinal de I’ensemble X. ]

Etant donné un ensemble de réponses attendues, d’apres le schéma général de la section 4.3, on
déduit immédiatement les définitions de symptome et symptome minimal.
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Soit S la réponse

pour tout i =1,...,n, 5; < S.
(S = g'raft(' o (graft(graft(sq(u)?oa Sl)a 1?‘92)? e ')an -1, STL))

Figure 4.1 : Relation < sur les réponses

Il est bien entendu que l'on ne peut décemment exiger de l'utilisateur que sa formalisation
des propriétés attendues pour le programme P soit un ensemble de réponses attendues (i.e. une
ensemble de squelettes finis complets non rejetés). Ce qu’il faut c’est disposer d’un critére déclaratif
qui permette de décider si une réponse est attendue. A Porigine de la mise en ceuvre d’'une méthode
de diagnostic, on a un symptome calculé. Ce symptome a surgi parce que 1'utilisateur a posé un but
< a et que le systeme a fourni un store réponse C pour le but <+ a jugé anormal par I'utilisateur.
Il est anormal parce que a « C' n’est pas attendu alors qu’il appartient a SS(P). L’utilisateur doit
savoir déterminer si les éléments de SS(P) sont attendus (c’est ainsi qu’il observe des symptomes
en testant son programme). SS(P) est 'ensemble succes associé au type de calcul considéré : les
dérivations SLD.

Les propriétés attendues sont formalisées par un objet de méme nature que SS(P), c’est-a-dire,
un ensemble d’atomes contraints, noté I. L’ensemble I doit étre fermé par renommage. En effet, si
S est une réponse pour p € II, d’arité n alors pour toute séquence de variables disjointes xy, ..., x,,
par définition, AC(S,p(z1,...,2,)) est un store réponse pour « p(zy,...,x,). Clest-a-dire qu’il
existe une forme d’équivalence des stores réponses modulo les variables du but: si C est un store
réponse pour < a alors C est un store réponse pour < af. Remarquons que a «— AC(S,a) ne
dépend que de S.

Remarque. 11 est important de noter que des propriétés attendues formalisées en termes
d’atomes contraints attendus sont différentes de propriétés attendues formalisées en
termes de squelettes finis complets attendus. En effet, les propriétés attendues doi-
vent avoir certaines propriétés leur permettant d’étre les propriétés attendues d’un
programme, i.e. il doit exister un programme (idéal) qui vérifie ces propriétés. Il est
conseillé qu’'un “sous-squelette” d’un squelette attendu soit également attendu, sinon
les propriétés attendues seraient en contradiction avec le principe méme de construction
des squelettes (cf. réponses manquantes).

Si 'on considére un diagnostic déclaratif, la notion de squelette attendu n’est plus
pertinente, mais on peut retenir du squelette le store associé.

C’est pourquoi les propriétés attendues sont formalisées en termes d’atomes contraints
attendus. D’une part, cela permet de déterminer si une réponse est attendue. D’autre
part, dans le cadre du diagnostic, on ne cherche qu’a aider le programmeur pour que
tous les calculs finis fournissent un store réponse jugée correcte, par ce dernier, vis-a-vis
du but posé.
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En fait on peut considérer qu'un programme ayant la propriété que tout calcul fini
fournit un résultat attendu est d’un certain point de vue satisfaisant (méme s’il contient
des erreurs), c’est ce qu’on appelle la correction partielle. Cette propriété n’est qu’en
partie satisfaisante, car toute extension du programme peut faire surgir des symptomes
dus a des erreurs du programme d’origine. C’est pourquoi les méthodes de validation
au sens preuve de correction (voir la section ??7) quand elles peuvent étre mise en ceuvre
sont un complément indispensable au diagnostic. O

La sémantique partielle attendue formalisée par I étant dorénavant fixée, 'oracle peut déter-
miner si une réponse S pour < a est attendue: S est attendue si a «+ AC(S,a) € I. Cela permet
de préciser la notion de symptome.

Définition 4.4.2 Symptome d’incorrection partielle positive
Un symptome d’incorrection partielle positive de P par rapport a I est un atome contraint a <+

C € SS(P)\I.

Pour alléger le texte on [’appelle symptome positif.

La cause d’un symptome de < par rapport a I est un symptéome minimal, mais quelle est la
cause du symptoéme minimal ?

Soit S un symptome minimal. Soit clause(labs(root(S))) = a «— COay---a,. S est un symp-
tome donc a «— AC(S,a) € SS(P) \ I. Il est minimal donc si Si,...,S, sont les réponses en-
racinées en 7 — 1 dans S alors a; «— AC(S;,a;) € I. Le symptome minimal vient du fait que
a— 3-a(CANicqr,.. 0y AC(Si, ai)) € SS(P)\I alors que chaque a; < AC(S;,a;) € SS(P)NI (voir le
lemme 2.4.3). La clause a «+ C' Oay - - - a,, est 'origine du symptome et le store /\i€{17...7n} AC(S;,a;)
en est une explication.

Nous associons maintenant une notion d’erreur a tout symptome minimal.

Définition 4.4.3 Incorrection partielle positive

Une incorrection partielle positive (ou plus simplement une incorrection positive) de P par rapport
a I est un n+ 1-uplet (a «— COay---ay,,Cy,...,Cp), oia«— COay---a, € P et les C; sont des
stores, tel que {a; — C;j i€ {1,...,n}} CI, maisa«— IF_o(CAC1A---ANCy) & 1.

Lemme 4.4.4 Sl existe un symptome positif de P par rapport a I alors il existe une incorrection
positive de P par rapport a I.

Preuve. 1l existe un symptome positif si et seulement si il existe un symptome. Il existe
un symptome si et seulement si il existe un symptome minimal. S’il existe un symptéome
minimal alors il existe une incorrection positive. |
La réciproque du lemme 4.4.4 est, en général, fausse. Il est facile de trouver des exemples ou
la clause d’une incorrection positive n’intervient dans aucun calcul fini. Par contre, un corollaire
intéressant est sa contraposée :

Corollaire 4.4.5 S’il n’existe pas d’incorrection positive alors il n’existe pas de symptome positif.

D’ou l'intérét des méthodes effectives de validation (quand elles existent).



100 CHAPITRE 4. DIAGNOSTIC DECLARATIF D’ERREUR

Remarque. Les notions de symptome positif et d’incorrection positive de P par rapport
a I sont exactement les notions de symptome et d’erreur de ®(RC, P) par rapport a I.
Nous verrons dans la section 4.5 qu’un systeme de regles qui donnerait les mémes notions
de symptomes et d’erreurs qu'une relation bien fondée simple peut étre extrémement
compliqué.

La raison pour laquelle nous avons préféré définir une relation bien fondée plutot que
réutiliser le systeme de regles ®(RC, P) réside dans la généralisation possible des dé-
finitions quand la sémantique déclarative fait référence a une pré-interprétation des
contraintes ou une relation de couverture, comme nous le constaterons plus tard. O

4.4.1 Diagnostics d’incorrection positive

On fait appel au diagnostic d’incorrection positive quand on observe un symptome positif. C’est-
a-dire, une dérivation SLD U pour le but < a a abouti au store réponse C et a « C n’est pas
attendu. L’état final de U est une réponse S qui est un symptome de <.

Pour simplifier, dans la suite on dit qu’une réponse S pour <« a est (non) attendue si a «
AC(S,a) est (non) attendu.

Soit S une réponse. Soit <g la restriction de < & I’ensemble SA(S) = {S' | il existe N € domg, S’
est enracinée en N dans S}.
<g est bien fondée.

On note >g la relation <g~ .

Lemme 4.4.6 (SA(S),>gs) est un arbre bien fondé (fini).

Preuve. Triviale. La racine de (SA(S), >g) est S. Il est facile de voir d’apres la définition
de <g que

e pour tout S’ € SA(S), S>5*5';
i (Sa S) ¢>S;

e pour tout S’ € SA(S) \ {S}, il existe un unique S” tel que S” >g S": si S’ est
enraciné en NNV -4 dans S alors S” est la réponse enracinée en N dans S.

(SA(S),>g) est bien fondé puisque <g est bien fondée (voir section 1.1), il est méme
fini puisque SA(S) est fini. ]

Cet arbre s’oriente facilement en se donnant ’ensemble d’ordres {<(57S/)}5r€SA(5) tel que, pour
tout noeud S’ € SA(S), si S’ est enraciné en N dans S, si N a n fils et S! est la réponse enracinée
en N-(1—1),i=1,...,n, dans S alors S’; <(s,51) Sk si j < k, pour tout j,k=1,...,n.

De plus, si I’on étiquette cet arbre par ’ensemble des atomes contraints avec la fonction d’étique-
tage lab(ga(s),>¢) définie par lab(ga sy >)(S') = @’ « AC(S',d’), ot a’ = head(clause(labs (root(S")))),

alors on retrouve un arbre similaire & un arbre de preuve pour ®(RC, P).

Intuitivement le diagnostic consiste a chercher un symptéme minimal dans l'arbre (SA(S), >g),
mais ’algorithme s’exprime de maniere encore plus simple sur la réponse S directement.

Comme S”<s*S si et seulement si S” est enraciné en un nceud de domg dans S, tout parcours
des neeuds de (SA(S), >g) revient a un parcours des noeuds de S en considérant les arbres enracinés
en ces nceuds.

Soit S une réponse pour < a telle que a «+ AC(S,a) € I. On dit qu’un nceud N € domg est
attendu si la réponse enracinée en N dans S est attendue. L’algorithme consiste a vérifier pour
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gol(z,y) «— 2 =14+1Ay =141 est un symptéme positif de FIB’ par rapport a Ip;,.
Ce symptome positif est calculé par la réponse Sj :

>m_w

—_
[u—y

Figure 4.2 : Symptome positif pour le programme FIB’

chaque nceud de domg s’il est attendu. Il existe un noeud N’ € doms non attendu alors que tous
ces fils sont attendus. Soit S’ la réponse enracinée en N’ dans S. Soit clause(labg (root(S’))) =
a' «— C'0Oa)--al,. Soit S! la réponse enracinée en ¢ — 1 dans S', 7 = 1,...,n. Il est clair que

(a/ —C'Oa}---al,, AC(S],a}),...,AC(S],al)) est une incorrection positive.

Illustrons le diagnostic d’incorrection positive sur le petit exemple calculant la fonction de
Fibonacci, en considérant une version erronée du programme F'IB de ’exemple 1.3.2 (cet exemple
est similaire a celui traité dans [58]).

Ezxemple 4.4.1 Fibonacct
Soit FIB' le programme:

0: fib(z,y) —x=0Ay=10¢

1: fib(z,y) «—x=1Ay=10¢

2: fib(z,y) —1<zAz=z1+1Ax=29+ 1Ay =1y +y 0O fib(xy,y1)fib(z2,y2)
3 gol(n,y) — x = y O fib(r,y)

4:g02(x,y) —x=1+10 fib(z,y)

Supposons que le critere de rejet soit RCar, olt A est la pré-interprétation des contraintes dont le
domaine est IN avec l'interprétation habituelle pour les symboles de X et II..

Remarque. On peut remarquer que 1’ensemble des D-atomes de la forme fib(ny,ns) du
plus petit N-modele de FIB' est { fib(ny,ns) | si ny = 0 alors ny = 1 sinon ny = 2711},
O

L’ensemble d’atomes contraints qui formalise les propriétés attendues de FIB' est noté ;. Il s’agit
de I'ensemble SS(FIB) de 'exemple 2.7.1.

Le store-réponse dx;3xoTy1Jys(z = yAl < zAzx=z1+ 1Az =23+ 1Ay=y1+y2Axy = 1Ay =
1Axy =1Ayy = 1), écrit plus simplement z =14+ 1Ay = 1+ 1, pour le but <« gol(z,y) est
jugé non attendu, c’est-a-dire que gol(x,y) < x =14+ 1Ay =1+ 1 n’appartient pas a ensemble
d’atomes contraints Iy, : c’est un symptome positif de FIB' par rapport a I,

La réponse S; concernée est présentée par la figure 4.2.

Supposons que ’on interroge les nceuds de Sy selon le parcours préfixe alors la session de diagnostic
serait :

—zx=14+1Ay=1+1 attendu? NON
(r,y) «—x=14+1Ay=1+1 attendu? NON
fib(z,y) — x=1Ay =1 attendu? ouI
(z,y) —x=1Ay =1 attendu? 0UI

Q
QS
—_

—~~

R

<

~—
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Incorrection positive :

( fib(z,y) —1<zAhz=x1+1Ax=x0+ 1Ay =1y +y2 0 fib(xy,y1)fib(x2,y2),
ry=1Ay1 =1,
Ty =1Aya=1)

On remarque que 'on peut toujours éviter la premiere question puisque I’entrée de ’algorithme
est un symptome. De plus, dans cet exemple, on peut éviter la derniere question si I'on a stocké la
question et la réponse qui précede. Par conséquent, il a suffit de deux questions posées a 'oracle
pour localiser une erreur dans le programme.

Voici, a titre d’exemple, le début de la trace fournie par clp(FD) [35]:

| 7= gol(X,Y).

1 1 Call: gol(_31,.32) 7
Call: (external) _31#=_32 7
Exit: (external) _31#=_31 7
Call: fib(_31,_31) 7
Call: (external) _31#=0 ?
Exit: (external) O#=0 7
Call: (external) O#=1 ?
Fail: (external) _112#=1 7
Redo: fib/2 ?
Call: (external) _31#=1 7
Exit: (external) 1#=1 7
Call: (external) 1#=1 7
Exit: (external) 1#=1 7
Exit: fib(1,1) ?
Exit: gol(1,1) ?

B WO ol D WO OT D W NN
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X =
Y = 7
3 2 Redo: fib/2 ?
4 3 Call: (external) _31#=_135+1 7
4 3 Exit: (external) 1..268435455#=0..268435454 +1 ?
5 3 Call: (external) 1..268435455#=_144+1 ?
5 3 Exit: (external) 1..268435455#=0..268435454 +1 ?
6 3 Call: (external) 1..268435455#=_153+_154 7
6 3 Exit: (external) 1..268435455#=0..268435455 +0..268435455 ?
7 3 Call: fib(0..268435454,0..268435455) ?
8 4 Call: (external) 0..268435454#=0 7
8 4 Exit: (extermal) O#=0 ?
9 4 Call: (external) O..1#=1 ?
9 4 Exit: (external) 1#=1 7
7 3 Exit: £ib(0,1) ?
10 3 Call: fib(0,0) ?
11 4 Call: (extermal) O#=0 ?
11 4 Exit: (external) O#=0 ?
12 4 Call: (extermal) O#=1 7
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12 4 Fail: (external) _532#=1 7
10 3 Redo: fib/2 ?
11 4 Call: (external) O#=1 ?
11 4 Fail: (extermal) O#=1 ?
10 3 Redo: fib/2 ?
11 4 Call: (external) O#=_555+1 7
11 4 Fail: (external) O#=0..268435455 +1 ?
10 3 Fail: fib/2 ?
7 3 Redo: fib/2 ?
8 4 Call: (external) 0..268435454#=1 7
8 4 Exit: (extermal) 1#=1 7
9 4 Call: (external) O0..2#=1 7
9 4 Exit: (extermal) 1#=1 7
7 3 Exit: fib(1,1) ?
10 3 Call: fib(1,1) ?
11 4 Call: (external) 1#=0 ?
11 4 Fail: (external) _b46#=0 7
10 3 Redo: fib/2 ?
11 4 Call: (external) 1#=1 ?
11 4 Exit: (extermal) 1#=1 7
12 4 Call: (external) 1#=1 7
12 4 Exit: (extermal) 1#=1 7
10 3 Exit: fib(1,1) ?
3 2 Exit: £ib(2,2) ?
1 1 Exit: gol(2,2) 7
X =2
Y=27

On peut comparer lefficacité du diagnostic déclaratif (deux questions) pour aider 'utilisateur a
corriger son programme (il fournit une clause incorrecte ainsi que des contraintes expliquant son
incorrection), avec l'efficacité de la trace sur ce petit exemple (pour le but fib(n,Y), le nombre de
lignes affichées par la trace croit de maniere géométrique par rapport a la valeur de n).

4.4.2 Diagnostic d’incorrection positive selon une relation de couverture F

Dans la section 3.5, nous avons décrit la sémantique déclarative du programme selon une relation
de couverture. Il est naturel d’envisager une sémantique attendue de méme nature.

Soit F une relation de couverture. Le critere de rejet RC est défini par la relation unaire - 0.

Les propriétés attendues sont toujours formalisées par un ensemble d’atomes contraints I. On
suppose maintenant que ’ensemble d’atomes contraints attendus I est tel que si a «— C € [ et

C'H{C} alors a < C' € I.
La notion de symptoéome positif est légerement modifiée puisqu’on remplace SS(P) par SSy(P).
Définition 4.4.7 Symptome positif

Un symptome (d’incorrection partielle) positif de P par rapport a I selon = est un atome contraint

de SSp(P)\ 1.
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On remarque que les symptomes positifs de P par rapport a I sont des symptomes positifs de
P par rapport a I selon . En effet, SS(P) C SS.(P).

Pour distinguer les deux notions de symptomes, un élément de SS(P)\ I est appelé un symptome
positif calculé.

La définition d’incorrection positive demeure inchangée (elle est déterminée par la sémantique
attendue et ne fait pas référence a la sémantique de fait). On rappelle la définition :

Définition 4.4.8 Incorrection positive

Une incorrection positive de P par rapport a I est un n + 1-uplet (a «— COay---ay,Cy,...,Ch),
ot a — COay---a, € P et les C; sont des stores, tel que {a; — C; |1 € {1,...,n}} C I, mais
a3 CACLN---NCp) &1.

Lemme 4.4.9 Sl existe un symptome positif de P par rapport a I selon - alors il existe une
incorrection positive de P par rapport a I.

Preuve. On remarque que (a <— C Oay -+ ay,,C,...,C,) est une incorrection positive
si, pourtout i =1,...,n,a; «— Ci €l et a«— A _(CACLA---ANCy) & I. Cest-a-dire,
sia — 3_(CACLA---NCy,) €T p(I)\ 1. Or, SSL(P) = pppf (T p). D’ott le résultat.
[

Par conséquent, on retrouve de maniere différente le lemme 4.4.4 pour les symptomes positifs
calculés dans ce cadre plus général.

Nous montrons que, partant d’un symptome, on peut décrire une famille d’algorithmes qui
généralise celle décrite en section précédente.

Soit S une réponse.

Dans la section précédente, nous avons considéré la relation bien fondée <g pour définir la
notion de symptome minimal.

On a vu qu’il suffit de considérer S, la relation de parenté de S et la réponse enracinée en chaque
nceud de S pour I'algorithme de diagnostic d’incorrection positive.

Pour déterminer si la réponse S’ enracinée en un nceud N’ de S est attendue, on interroge
I'oracle sur un atome contraint associé a S’ (ou de maniere équivalente a N’). Dans la section
précédente, c’était o' «— AC(S’,a’) (S’ est une réponse pour « a').

Nous changeons maintenant ’atomes contraint associé a nceud de S.

L’atome contraint associé au nceud N € domg est noté ay «— Cy.

Ces atomes contraints doivent vérifier la condition suivante : Il existe une fonction de renommage
renog pour S telle que, pour tout noeud N € domg, ay = head(renog(N)) et si Ny,..., N, sont
les fils de N et C'y le store de la clause renogs(IV) alors Cny F {3-a(Cly A Ajcq1,. 0} F-an,CN)}-

On constate tout de suite que si on fixe une fonction de renommage renog pour S et si 'on
associe au noeud N l'atome contraint ay <+ AC(Sy,an), ou Sy est la réponse enracinée en N dans
S et ay = head(renog(N)), alors la propriété précédente est vérifiée (lemme 2.4.3 et REFL).

On peut remarquer un autre cas particulier: si atome contraint associé au nceud N € domg
est ay «— J_q, const(S, renog). A nouveau la condition est vérifie : pour tout N € domg :

J_qy const(S, renos) = Iy (CyANicq1,.. n} F-an, const(S, renos)) (section 1.3), ot Cy est le store
de la clause renog(N) et les N; sont les fils de N dans S.

La relation de parenté de S est bien fondée (S est une réponse). Un nceud N € domg est attendu
si et seulement si ay «— Cp est attendu.
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Supposons que a. <+ C. soit un symptome positif.

Du second schéma de diagnostic et de la relation de parenté de S on déduit la notion de (noeud)
symptome et la notion de (nceud) symptome minimal.

Il est évident que si N € domg est un symptome minimal et N a n fils Ny,..., N, dans S alors
(renog(N),Cn,,...,Cn,) est une incorrection positive.

Ce cadre plus général est intéressant. Par exemple, supposons que 'oracle (I'utilisateur) soit en
mesure de fournir des stores qui renforcent le store réponse AC(S, a.) de maniere que a. «+ AC(S, a.)
soit toujours un symptome alors on obtient une incorrection positive “plus précise” On remarque
que la clause de I'incorrection positive trouvée n’est pas forcement la méme selon le choix des atomes
contraints associés aux nceuds de la réponse si celle-ci fait intervenir plusieurs clauses incorrectes.

Nous avons montré que 'algorithme de la section 4.4.1 est un cas particulier.

On retrouve aussi l'algorithme de [58] si les stores des I’atomes contraints associés aux noceuds
sont construit a partir du store associé a S et une fonction de renommage pour S.

Supposons que ’on dispose d’une D-interprétation attendue I pour le programme et que la
relation de couverture soit correcte pour D (en particulier le critere de rejet est correct pour D).

Le programme est sensé axiomatiser la D-interprétation. S’il existe des symptomes positifs c’est
que ce n’est pas le cas.

On retrouve alors le cadre de la section 2 de [58]. Mais ici la présentation est différente (on se
passe de la notion de “store témoin”) parce qu’on a choisi pour la sémantique déclarative le cadre
général de la section 3.5 plutot que le cadre particulier de la section 3.2. a + C' est un symptome
s’il existe une valuation v telle que vp(C) = true et vi(a) = false. (a — COay---a,,Cy,...,Cy)
est une incorrection positive si et seulement si il existe une valuation v telle que vy(a; «— C;) = true
pour tout ¢ =1,...,n mais vr(a < I-a(C A Ajcf1 1dots,n} Ci)) = false.

Quand loracle est I'utilisateur, c’est généralement en fonction d’une D-interprétation attendue
I qu’il répond aux questions posées par 'algorithme de diagnostic. Cela est possible car les criteres
de rejet des systemes sont toujours corrects pour la pré-interprétation D sous-jacente.

4.5 Correction partielle négative : réponses manquantes

On suppose un programme P et un critere de rejet RC fixés.

Le cas des symptomes dus a des réponses manquantes est propre a I'indéterminisme des langages
de programmation relationnelle (par exemple la programmation logique avec contraintes).

Supposons que pour le but < a on obtient le V-store réponse R. La paire (a, R) est symptome
d’une erreur dans le programme si R n’est pas un V-store réponse attendu pour < a. On peut
distinguer deux cas:

1. il existe au moins un store en trop dans R;
2. il manque au moins un store dans R.

Le premier cas se ramene a la recherche d’une incorrection positive. Le store qui ne devrait pas
étre dans R vient d’une réponse S, et c’est dans la dérivation SLD qui calcule S que se trouve le
probleme.

Par contre le second cas ne se ramene pas a ’étude d’une dérivation SLD. C’est pour 'arbre
SLD que quelque chose ne va pas: il lui manque au moins une branche.

Dans cette section on s’intéresse au diagnostic d’erreur dans le programme quand le V-store
réponse pour un but n’est pas attendu. D’apres les remarques précédentes, on suppose qu’il n’est pas
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attendu parce qu’il est incomplet. Dans le cas contraire, on invoquera les techniques de diagnostic
d’erreur de la section 4.4.

Différentes approches peuvent étre envisagée pour le diagnostic déclaratif dans le cas de réponses
manquantes.

Nous avons fait le choix de ne détailler que celle qui semble la plus intéressante : c’est le pendant
pour la programmation logique avec contraintes de la recherche d’insuffisance faible en programma-
tion logique pure. En fin de section et dans la section 4.6, nous discutons des alternatives possibles.

Pour les insuffisances faibles, 1’algorithme de [37] suppose lexistence d’un arbre SLD fini stan-
dard. De plus, lors de la recherche de I'insuffisance faible, I’algorithme suit de tres pres la stratégie
standard (pour l'ordre des questions). Aussi, il n’est pas capable de trouver toutes les insuffisances
faibles contenues dans ’arbre SLD, et on ne peut mettre en ceuvre des optimisations du type
diviser pour régner. [37] ne peut donner a 'avance ensemble des questions susceptibles d’étre
posées a l'oracle. C’est pourquoi, leur algorithme est I'unique preuve que s’il existe un symptome
alors il existe une erreur. Dans [92], nous avons, dans le cadre de la programmation logique avec
contraintes, défini un systeme de regles qui permet de prouver, indépendamment de I’algorithme,
que Pexistence d’un symptome implique celle d’une erreur (de plus, nous avons défini les symptomes
d’incomplétude, les symptomes d’insuffisance, les insuffisances faibles et les insuffisance a partir de
cet unique systeme de regles, ce qui facilite leur comparaison et la compréhension des liens entre
ces notions). Malheureusement, ’algorithme proposé, largement inspiré de celui de [37] souffre des
mémes défauts, bien que la condition d’existence d’un arbre SLD standard ait été généralisée a
la condition d’existence d’un arbre SLD sans co-routinage. Dans la suite, nous expliquons enfin
completement ces algorithmes qui ne sont en fait que des instances de la famille d’algorithmes plus
générale que nous proposons.

4.5.1 Compléments de sémantique opérationnelle

On commence par des compléments de sémantique opérationnelle. Ces compléments ne sont utiles
que pour cette section. C’est pourquoi ils n’apparaissent qu’ici, bien qu'’ils soient directement reliés
au chapitre 2.

On définit la notion de store réponse pour une paire C' O A, ou C est un store et A est une suite
finie d’atomes.

Définition 4.5.1 Store réponse pour C O A

Un store réponse pour C Oay---a, est CACLA---ANCyp, ou Cyq,...,C, sont n stores tels que, pour
tout i =1,...,n, C; est un store réponse pour — a; et (C ANCy A---ANCp) & RC.

On note R(C' O A) lensemble des stores réponses pour C O A.

En particulier, on peut remarquer que si C ¢ RC alors R(C'Oe) = {C}. On remarque aussi
que si C' € RC alors pour toute suite finie d’atomes A, on a R(C' 0O A) = (. Enfin, on constate que
R(0Oa) =SS(P,a).

Ceci nous permet d’énoncer le lemme de compositionalité suivant, plus général que ceux déja
énoncés dans le chapitre 2:

Lemme 4.5.2 Pour tout store C, pour toutes suites finies d’atomes A1 et Ay, pour tout atome a :

R(COA -a-Ay))= |J R(CAC'OA - Ay)
C'eR(COa)
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Preuve. Soit {a;};cr la famille d’atomes de la suite A;. Soit {a;};cs la famille d’atomes
de la suite As.
Les éléments de R(C' O Ay - a - As) sont les stores C A Cy A C' A Cy tels que

e pour tout 7 € I, C; est un store réponse pour « a; et C; = A\;c; C;;
e (' est un store réponse pour < a;
e pour tout j € J, C; est un store réponse pour < a; et Cy = A\;c; Cj;
e CANCIANC'"ACy g RC.
Les éléments de Ucre gcnqy B(C A C'OA; - Ap) sont les stores C A C' A Cy A Cy, ot
e (' est un store réponse pour + a tel que C A C' ¢ RC;
e pour tout 7 € I, C; est un store réponse pour « a; et Cy = A\;-; Cj,
e pour tout j € J, C; est un store réponse pour < a; et Cy = \;c; Cj,
e CANC'ANCy ACy € RC.

On constate que 'unique différence est que dans le second cas on a ’hypothese supplé-
mentaire C A C' € RC. Or les propriétés du critere de rejet garantissent que, pour tout
store Cp, si Cp € RC alors, pour tout store CJ, Cy A C{j € RC. Donc les deux ensembles
sont égaux. ]

Nous continuons a donner des compléments sur la sémantique opérationnelle. On suppose main-
tenant qu’une regle de calcul r est fixée.

Intuitivement, un état incomplet S peut étre vu de deux manieres différentes selon que l'on
s’intéresse a S et 7(S), ou a S, r(S) et les fréres de r(S). Afin de modéliser ces deux visions, on fait
la somme disjointe de ’ensemble des états avec lui-méme.

Soit Eo = Upen, {5 | s¢(p)—7*S, S incomplet}. Soit Ey = Up,er, {5 | sq(p)—P T S}.

Soit Fo@® E; la somme disjointe de Ey et E;. Cet ensemble est isomorphe a ({0} x Eg)U({1} x E1)
et nous confondons ces deux ensembles, pour faciliter les notations. Par conséquent, on représente
les éléments de Ey @ E; par des paires (b, S),ou b€ {0,1}, S€ Eysib=0et S € Ey sib=1.

On appelle b-état tout élément de Ey @ E;. Un élément représenté par (0,S5) est un 0-état, et
un élément représenté par (1,S5) est un 1-état.

Lemme 4.5.3 Si (1,5) est un 1-état alors il existe un unique Sy tel que Sy —, S.

Preuve. Soit p € II, tel que S est un état pour p. Toute dérivation SLD qui contient S
est une dérivation SLD pour p. D’apres la définition de Ej, S € dom? et S n’est pas la
racine de (dom?,—P), donc Sy est le pere de S dans (domP, —P). ]

Dans la suite, si (1,5) est un b-état alors on appelle pére de S Pétat Sy tel que Sy —, S. Le
pere de S est noté father(S).

Définition 4.5.4 Prolongement d’un b-état
Soit (0,S) un 0-état. S’ est un prolongement de (0,S) s1

e il existe un état complet S” tel que S = graft(S,r(S),S"),
e S’ est un état.

Soit (1,S) un 1-état. S’ est un prolongement de (1,S) si
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état S état Sy état Sy
S S S
N
SII Sl
Ny Ny Nz+1
un prolongement un prolongement
de (0, 5) de (1,5)

N; =r(S), N1,...,Ni—1, Ni11,..., N, sont les fréres de N;
S’ est un état complet (éventuellement infini)
S" est un ensemble de n — 1 états complets (éventuellement infinis)

Figure 4.3 : Prolongement d’un b-état.

e domg C domgr,
e pour tout N € def (S), labg(N) = labg/(N),

o undef (father(S)) \ {r(father(S))} = undef(S’),
o S est un état.

On note proly(S) l'ensemble des prolongements de (b, S).

Intuitivement, on obtient un prolongement de (0, S) en greffant une réponse en r(S) dans S, et
on obtient un prolongement de (1,S5) en greffant une réponse en chaque fils de r(father(S)) dans
S.

On peut remarquer que, pour tout atome a dont le symbole de prédicat est p, proly(sq(p)) =
success(a).

Lemme 4.5.5 Soit (1,5) un 1-état.
prol,(S) = {S’ € proly(father(S)) | labs: (r(father(S))) = labs(r(So))}

Preuve. Soit Sy = father(S).

C Soit S" € prol,(S). D’apres la définition domg C domg. Soit S” Détat enraciné en
r(Sp) dans S’. S” est un état complet puisque undef(Sp) \ {r(So)} = undef(S’).
D’une part, pour tout N € def(S) on a labg(N) = labg/(N),
d’autre part, undef (Sp)\{r(So)} = undef (S’), donc S’ = graft(So, r(Sp), S"). Donc
S" € proly(Sp).
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D Soit 8" € {8’ € proly(So) | labsi(r(So)) = labs(r(Sp))}. Il existe un état complet S”
tel que S" = graft(Sy,r(So),S") et labsn(e) = labs(r(Sy)) = labs(r(Sy)). Donc
domg C domg: et pour tout N € def(S), labs(N) = labgs/(N). Comme S” est
complet alors undef (Sy) \ {r(So)} = undef (S"). Donc S" € prol,(S).

Lemme 4.5.6 Soit S un état incomplet non initial. St r(S) n’a pas de frére indéfini alors
proly(S) = proly(S).

Preuve. Rappelons qu’un état initial est de la forme sq(p) on p € II,, (voir section 2.5.1).
La preuve est similaire a celle du lemme 4.5.5: on montre que tout élément de prol,(S)
vérifie les propriétés de la définition de prol,(S) et réciproquement. |

Remarque. Soient (1,S) un 1-état. Sir(father(S)) n’a pas de fils dans S alors prol,(S) =
{S} (S est de la forme graft(father(S),r(father(S)), sq(u)), ou u est le nom d’un fait).
<

Lemme 4.5.7 Soit (0,S) un 0-état.

proly(S) = U proly(S')
S, S

En d’autres termes, si p est le symbole de prédicat associé a r(S) dans S et si X = {u € cn(P,p) |
graft(S,r(S), sq(u)) est un état} alors

proly(8) = | proty (graft(S,r(S), sq(u)))
ueX

Preuve.

C Soit S’ € proly(S) et uw = labg/(r(S)). S’ est un état donc graft(S,r(S), sq(u)) est un
état. Le lemme 4.5.5 montre que S’ € prol, (graft(S,r(S), sq(u))).

O Le lemme 4.5.5 montre que prol, (graft(S,r(S), sq(u))) = {S" € proly(S) | labs/(r(S)) =
u}. Donc Uyex proly (graft(S,7(S), sq(u))) C proly(S)

Le lemme précédent montre une forme de compositionalité (des états éventuellement infinis) de
la sémantique opérationnelle.
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état incomplet S

r(S)

un fils S de S dans (dom?P, —P)

r(S)
sq(u)

prolongements de (0, 5")

prolongements de (1,5")

N A

L’ensemble des prolongements de (0, S) est la réunion
des prolongements de (1,S’), ot S’ est un fils de S (S'—PS).

Les prolongements de (1,S’) sont les prolongements de (0, S)
qui ont le nceud r(S) étiqueté par w.

Figure 4.4 : Compositionalité des prolongements d’un b-état
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On suppose maintenant que la regle de calcul r est sans co-routinage.

Soit T'= (domP,—P) un arbre SLD pour p selon la regle de calcul sans co-routinage r.
T (i.e. p et r) est fixé jusqu'a la fin de cette section. Dans la suite, on ne s’intéressera qu’a
des b-états de la forme (b, S) avec S € domP. Aussi, pour simplifier, on suppose maintenant que le

terme b-état désigne un élément (b, S) avec S € dom?:
Lemme 4.5.8 Soit (b,S) un b-état (S € dom?).

proly(S) C dom?
De plus, pour tout S" € proly(S),

e s1b=1 et r(father(S)) n'a pas de fils dans S alors S' =S ;

e sinon S’ est un descendant de S dans (dom?P,—P).

Preuve. Lelemme 4.5.5 montre que, pour tout 1-état (1, S), prol, (S) C prol,(father(S)).
Or father(S) € dom? donc (0, father(S)) est un 0-état. Par conséquent, il suffit de mon-
trer que, pour tout 0-état (0,S), prolyS C dom?.

Soient (0,S) un 0-état et S € proly(S). Il existe un état complet S” tel que S’ =
graft(S,r(S),S"). Comme S € dom?, il existe un préfixe U d’une dérivation SLD selon
r pour p dont le dernier état est S. On montre que ’on peut construire un préfixe U’
d’une dérivation SLD selon r pour p dont le dernier état est graft(S,r(S),S"):

1. U est un préfixe de U’;

2. a partir du dernier état S de U (on remarque qu’une feuille indéfinie de S, différente
de 7(S), ne peut étre sélectionnée avant que I’état greffé en 7(.S) ne soit complet :
la régle est sans co-routinage), on définit la fin U” de U’ = U - U" de la maniere
suivante :

(a) le premier état de U" est graft(S,r(S), sq(labgn(¢)));

(b) si S est un état de U” différent de S’ alors, il existe N tel que r(S™) = r(S)-N,
Iétat suivant S dans U” est graft(S",r(S"), sq(labgn(N))).

(c) le dernier état de U” est S’.

U’ est bien défini et U’ est préfixe d’une branche de (dom?,—?); son dernier état
est S'.

Donc S" € dom?®. De plus, c’est un descendant de S dans (dom?P, —?P).

Il reste & montrer que, pour tout 1-état (1,S), si S’ € prol,(S) alors S’ =S ou S’ est
un descendant de S. On sait déja que S’ est un descendant de father(S). On a vu que
si r(father(S)) n’a pas de fils dans S alors prol;(S) = {S}. Il est facile de voir que si
r(father(S)) a un fils dans S alors S & prol,(S). ]

Le lemme précédent montre une propriété tout a fait remarquable des arbres SLD sans co-
routinage. Cette propriété est fausse en général si I’arbre est avec co-routinage.

De plus, la réciproque du lemme est fausse. C’est-a-dire, si pour tout état incomplet S d’un arbre
SLD, proly(S) est un sous-ensemble des noeuds de Parbre alors l’arbre n’est pas obligatoirement
sans co-routinage : il peut avoir une branche échec avec co-routinage. En fait, on peut seulement
en déduire que ses branches succes sont sans co-routinages.
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Corollaire 4.5.9 Si Uarbre T est fini alors, pour tout b-état (b,S), prol,(S) est un ensemble fini
d’états finis.

Preuve. proly(S) est fini car dom? est fini. Un état de prol,(S) est fini car tout état
d’un arbre SLD fini est fini. |
Soit <7 la relation binaire sur ’ensemble des b-états définie par
e pour tout 0-état (0,S5), si S—PS’ alors:
(1,58 <7 (0,9)
e pour tout 1-état (1,5), si r(father(S)) a un fils dans S (i.e. prol,(S) # {S}) alors:
(0,8) <r (1, S)
e pour tout 1-état (1,5), si 7(father(S)) a un fils dans S alors pour tout S’ € proly(S):
(1,8") <r (1,S)
Cette relation est bien définie d’apres le lemme 4.5.8.

Lemme 4.5.10 Si Uarbre T est fini alors la relation <7 est bien fondée.

Preuve. On constate que si (0", S") <r (b',S") <r (b, S) alors S” est un descendant de
S dans T. Comme T est fini, <7 est une relation bien fondée. |

A tout 0-état (0, S) est associée la paire C'Oa, ou C et a sont tels qu’il existe une fonction de
renommage renog pour S, C' = 3_,const(S, renog) et a est Patome associé a r(S) par renog.

De la méme maniere, a tout 1-état (1,S) est associée la paire C'Oay - -ay,, ou C et les a;
sont tels qu'il existe une fonction de renommage renos pour S, C' = 3_4,(q;..a,,) CONSL(S, TENO03),
r(father(S)) a n fils dans S, les a; sont les atomes associés aux r(father(S))- (i —1) par renog dans
S.

La paire C'O A associée a un b-état est définie & un renommage pres.

Notons que si S est un état incomplet non initial tel que r(S) n’a pas de frére alors les paires
associées a (0,5) et (1,S) sont les mémes. Ce n’est pas sans rapport avec le lemme 4.5.6 et le lemme
suivant, :

Lemme 4.5.11 Soit (0,5) un 0-état. Soit C Oa la paire associé a (0,S5).
R(COa)={ 3 _,const(S' renog) |
S’ € proly(S),
S’ est fini
renog est une fonction de renommage pour S',
a est 'atome associé a r(S) par renog dans S'}

Soit (1,S) un 1-état. Soit C O ay - - - ay, la paire associé a (1,S). Soit Ny, ..., Ny, les fils de r(father(S))
dans S.
R(COay---an) ={ F_yar(ayconst(S’, renogr) |
S" € prol,(S),

S’ est fini
renog est une fonction de renommage pour S’,
a; est l'atome associé a Nj par renogr dans S',i=1...,n}

Preuve. Le corollaire 4.5.9 assure que les états de prol,(S) sont finis. Il suffit de suivre
les définitions en remarquant qu’un état complet fini est une réponse. [
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(S) \k ef(5)
'« undef (S)

nceuds qui dérivent directement de S (fils de S dans (dom?Z, —P))

A A N

A\ P N
\. |

(N7 A |

nceuds ou les états greffes en 7(S) sont complets
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i \ N

b b

A\ TA\/AN

Figure 4.5 : Relation <7 sur les nceuds de ’arbre SLD T
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4.5.2 Diagnostic d’incorrection négative

Les préliminaires sur la sémantique opérationnelle étant donnés, nous traitons le probleme du
diagnostic d’erreur pour le cas des réponses manquantes.

On suppose fixé un arbre SLD fini T' = (domZ, —P) sans co-routinage pour p selon la régle de
calcul 7 jusqu’a la fin de cette section.

Supposons que l'on dispose d’un moyen de savoir si un b-état est attendu en fonction des
propriétés attendues du programme.

Le schéma général de la section 4.3 fournit immédiatement la notion de symptome et symptome
minimal de <7 par rapport a la notion de b-état attendu.

La relation “b-état attendu” doit vérifier des propriétés similaires aux propriétés vérifiées par
les “b-états calculés”.

Cette propriété est une propriété de fermeture de la relation “b-état attendu” par les deux
derniers points de la définition de <7 :

Exigences sur la relation “b-état attendu”

On exige que pour tout 1-état (1,S5), si tout prédécesseur de (1,S) par <p est attendu
alors (1, 5) est attendu.

On déduit de 'exigence de fermeture ci-dessus que les symptomes minimaux de <7 sont des
0-états. Par conséquent, la notion de 0-état minimal est entierement déterminée par les 0-états
symptomes. On pourrait penser que la notion de 1-état est inutile. En fait, la distinction entre
0-état et 1-état facilite la compréhension de la méthode et permettra par la suite de définir une
notion d’erreur associée a un symptome minimal simple et intuitive.

Des arguments similaires & ceux développés pour le diagnostic de réponses fausses nous amene
a ne pas exiger que les propriétés attendues du programme soient formalisées par un ensemble de
b-états attendus. En fait, il suffit que les propriétés attendues de P permettent de déterminer si un
b-état est attendu.

Un b-état (b,S) est attendu si sa paire associée est COA et COA — R(COA) est attendue.
COA — R(COA) est la couverture locale d’atomes associée au b-état (b, S). La question est de
déterminer si I’ensemble des stores réponses pour C' 0 A convient. On peut noter que la propriété
COA — R(COA) attendu ne dépend que de C'0 A. Les propriétés attendues sont formalisées par
un ensemble de couvertures locales d’atomes attendues.

On suppose, bien-entendu, que la relation “couverture locale d’atomes attendue” vérifie certaines
propriétés :

Conditions sur la relation “Couverture locale d’atomes attendue”

Pour tout store C, la couverture locale d’atomes C Oe — {C'} est attendue (on remarque
R(C O¢) ne dépend pas du programme).

Pour tout store C, pour tout ensemble de stores R, pour toute famille d’ensembles de
stores {R¢r}crer, pour toutes suites finies d’atomes A; et Ay, pour tout atome a, si
COa — R est attendu et, pour tout C' € R, C AC'OA; - Ay — Rcr est attendu alors
COAj-a-Ay — Ucrer Ry, est attendu.

Il faut montrer que sous la condition précédente, la relation “b-état attendu” sous-jacente vérifie
Pexigence de fermeture par les deux derniers points de la définition de <r7.



4.5. CORRECTION PARTIELLE NEGATIVE : REPONSES MANQUANTES 115

Lemme 4.5.12 Pour tout 1-état (1,S), si les prédécesseurs de (1,S) par < sont attendus alors
(1,5) est attendu.

Preuve.

e Si r(father(S)) n’a pas de fils dans S alors (1,.5) ne peut pas étre un symptome
puisque pour tout store C, C Oe — C' est attendu.

e Si r(father(S)) a un fils dans S, sa paire associée est de la forme CO A - a - Ay
(ou a correspond a r(S)). Les prédécesseurs de (1, S) sont attendus, donc C O a —
R(C Oa) est attendu et, pour tout C' € R(C'Oa), R(CAC'O A, - As) est attendu.
D’apres la condition sur les couvertures locales d’atomes attendues, CO A - a -
Ay — UcleR(CDa) R(C A C'OA; - Ay) est attendue. Or R(COA; - a- Ay) =
Ucrercna RIC AC'O AL - Ag), done COAy -a- Ay — R(COA;-a- Ap) est

attendue. D’ou (1, S) n’est pas un symptome.

Corollaire 4.5.13 Si (b, S) est un symptome minimal de <r alors b = 0.
Les symptomes minimaux sont donc des 0-états.

Définition 4.5.14 Symptome d’incorrection partielle négatif

Une paire C Oa est un symptome négatif st C Oa — R(C Oa) n'est pas attendu.

De plus, sl existe un arbre SLD fini T sans co-routinage tel que C Oa — R(C Oa) est la couverture
locale d’atomes associée a un 0-état alors C' Oa est un symptome négatif calculé.

Il est tres intéressant que les propriétés attendues soient les plus simples possibles. Ici, comme
la seule notion utile est celle de 0-état attendu, les questions & I'oracle sont plus simples:

e d’une part, elles sont atomiques car la paire associée a un 0-état ne contient qu’un seul atome

e d’autre part, si A contient plusieurs atomes, la question pour C O A contient éventuellement
plus de variables que si I'on se raméne a une question pour chaque atome de la suite A.

A un symptome minimal (0,S), on peut associer une définition de prédicat erronée: c’est la
définition du prédicat p’ associé a r(S). Mais le cadre trop général ne permet pas d’exprimer
une notion d’erreur simple et intuitive qui explique la raison pour laquelle la définition de p’ est
responsable du symptome.

De plus, nous ne voulons pas définir deux types de propriétés attendues pour un programme:
des atomes contraints pour le probleme des réponses fausses et des couvertures locales d’atomes
pour le probleme des réponses manquantes.

Nous allons utiliser uniquement la relation “atome contraint attendu” de la section 4.4. Pour
cela on fait appel a une relation de couverture.

4.5.3 Diagnostic d’incorrection négatif selon une relation de couverture

Soit F une relation de couverture. Le critére de rejet est définit par la relation unaire + 0, i.e.
C € RC si et seulement si C + ().

Les propriétés attendues du programme sont formalisées par ’ensemble I d’atomes contraints
attendus. Rappelons que I est fermé par la propriété: si a «+ C € I alors pour tout store C’ tel
que C'H{C},a—C" €1
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On précise maintenant comment on détermine si une couverture locale d’atomes est attendue
en fonction de I’ensemble d’atomes contraints attendus 1.

Une couverture locale d’atomes C 0 A — R(C O A) est attendue si pour tout C’ tel que C' + {C'}
eta—C' €l,a€ AyjonaC'FR(COA).

On rappelle qu’un b-état (b, S) est attendu si sa couverture locale d’atomes associée est attendue.

On remarque en particulier que (0, sq(p)) est attendu si, pour tout store C’ tel que a — C’ € I,
on a C' F SS(P,a), ot p € IT, et a est un atome dont le symbole de prédicat est p.

Dans la suite, on note A «— C' € I si pour tout atome a de la suite finie A, 'atome contraint
a +— C appartient a 1.

Montrons que la relation “b-état attendu” sous-jacente vérifie toujours les exigences précédentes.
11 suffit de vérifier qu’elle vérifie les conditions de la relation “couverture locale d’atomes attendue”

Lemme 4.5.15 Pour tout store C, pour toutes suites finies d’atomes Ay et Ao, pour tout atome
a)

1. COe — {C} est attendu.

2. Si COa — R(COa) est attendu et, pour tout C' € R(COa), C ANC'OA - Ay — R(C A
C'OA; - Ay) est attendu alors CO Ay -a- Ay — R(COA; -a- Ay) est attendu.

Preuve.

1. Il suffit d’appliquer les définitions.

2. On suppose que COa — R(C'Oa) est attendu et, pour tout C’ € R(C Oa),
CAC'OA;-Ay — R(CAC'OA; - Ay) est attendu.
Soit Cy un store tel que Cp F {C'} et Ay -a- Ay «— Cy € I. Montrons que Cy
R(COA; -a- Ay).
Pour tout €y € R(COa) ona Cy ACy F {C A Cy} (car Cy - {C} et CONJ) et
Ay - Ay — CoNCy €T (car Ay - Ay — Cy € 1).
Co - {C} et Cy H R(COa) donc Cy - {CACy | C; € R(COa)} (CONJ et
Cp N Cy = Cyy d’apres les équivalences entre stores de la section 1.3).
On a Co = {C A Ci}e,ercna et, pour tout Cy € R(COa), Co A Cy + R(C' A
C1OA; - 4y) done Co b Ugyep(cng R(C A CLOA; - Ay) (TRAN).
Donc Cy - R(CO A - a- As) (lemme 4.5.2).

Corollaire 4.5.16 Pour tout b-état (b, S), si (b,S) est un symptome alors b = 0.
La relation de couverture permet d’associer une notion d’erreur a tout symptome minimal.

Définition 4.5.17 Couvert, Completement couvert

Soit C un store et a un atome.

L’atome contraint a < C est couvert par P relativement a I st a — C € T)S,P(I)'

La paire C Oa est completement couverte par P relativement d I si, pour toute store C' telle que
C'H{C} eta—C" €1, on aa— C" est couvert par P relativement a I.
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On remarque que a «— C couvert par P par rapport a I signifie: il existe un ensemble de

stores R tel que C' + R, pour tout C’ € R, il existe une clause renommée a « c o a?’ - ag;,,
il existe n¢r stores 01(,",___,05;, tels que, pour tout 7 = 1,...,n¢r, aicl — Cicl €letC =

3_,(CY A Ni=1,....np ce).

Définition 4.5.18 Incorrection partielle négative
Une incorrection négative est une paire C Oa non complétement couverte par P relativement a I.

Lemme 4.5.19 Si le 0-état (0,5) est minimal alors sa paire associée C' Oa est une incorrection
négative.

Preuve. Soit (0,S) un symptéme minimal. On note C'Oa la paire associée a (0, S).
(0,5) est un symptome donc C Oa — R(C'Oa) n’est pas attendu. Ce qui signifie qu’il
existe un store C tel que C; - {C} et a « C; € I, mais C; I/ R(C Oa).

Supposons que a «— soit couvert par P par rapport a I. C’est-a-dire, il existe un ensemble
de stores R tel que

[ ] Cl F R,

e pour tout r € R, il existe un nom de clause u, tel que a «— C" Oaj"---ap" (on
note A" la suite d’atomes aj” ---a; ) est un renommage de clause(u) et il existe
ny, stores Cy7,...,Cyr  tels que

- r= 3fa(CVUT A /\ie{l,...,nur} CiUT)a
— pour tout i =1,...,n,,, a;” «— C;" € I.

Lemme intermédiaire. Pour chaque r € R on a C A C% O A" — R(C ACY% O A")
attendu.

Preuve.

1. SiCACY I alors CAC" O A" est la paire associée d’un 1-état (1, S"")
tel que (1,S5%) <r (0,5) (S est le pere de S¥) car var(C) C var(a)
d’apres la définition de paire associée a un 0-état. (1,S"") est attendu
(car (0,S) est minimal) donc C A C¥* O A% — R(C A C" O A"") est
attendu.

2. Si C AC" + 0 alors soit C' tel que C' = C A C% (ie. C'" F 0) et
A «— C" € I.Ona R(CAC*OA") = (car C A C" + () donc
C'F R(C AC" OA"). D'ou C AC* OA% — R(C AC" OA") est
attendu.

Pour conclure, on veut une contradiction, a savoir Cy = R(C' Oa).

Il suffit, pour chaque » € R, que Cy Ar - R(COa) (car Cy - {C1} (REFL), Cy - R
donc Ch1ACy = {CiAT}er (CONJT); or C1ACY = Cy (section 1.3) 5 de Cy F {CyAr}er
et, pour tout r € R, Cy Ar+ R(C' Oa) on déduit C; - R(C Oa) (TRAN)).

Or Cy F{C} et r = {r} donc C; Ar F{C Ar} (CONJ).

Donc il suffit que » A C = R(C Oa). (on remarque que var(r)U var(C) C var(a).)

Or, on a C A C"™ A Ajerny Ol F {C A C™} (CONT,) et A% — C A C™ A
Niegi,...nu,y Ci7 € I (car chaque a;7 « Ci" € I et CAC" A Niepy, 1,y Ci7 F{C7}
(CONJ,) donc a;” «— CAC" A Njeyy, y G e ).

cNup
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Donc il suffit que C'A C" A Nigqy, 3 Ci7 F R(C ACH O A,

De plus, 7 = 3,(CAC" A Njeqr,. i,y Ci7) donc il suffit que r AC'E R(C'AC O A"
(EXIS, et équivalence entre stores de la section 1.3 (var(C) C var(a))).

On vérifie enfin, pour tout r» € R, que R(C AC" O A" ) C R(C'Oa):

e Si C AC" I/ alors du lemme 4.5.7 on déduit R(C' A C" O A%) C R(COa);
e SiCACY" | alors R(CAC" OA%) =( donc R(C AC" OA" ) C R(COa).

Par conséquent, a <« C} couvert par P par rapport a I implique C; + R(C Oa).
Donc a « C; n’est pas couvert par P par rapport a I ; d’ou C'Oa est non completement
couvert par P par rapport a I. |

Corollaire 4.5.20 Sl existe un symptome négatif calculé alors il existe une incorrection négative.
L’absence d’incorrection négative implique ["absence de symptome négatif calculé.

Remarque. Dans [92], nous obtenons un résultat équivalent et de plus nous montrons le
résultat plus général : §’il existe un symptéome d’incomplétude (symptome négatif) alors
il existe une insuffisance faible (incorrection négative).

Cet article montre les résultats en utilisant les relations (voir section 3.5) entre les opé-
rateurs Tp, T-, TP p et 1,7 p. Il établit les liens entre les symptomes d’incomplétude, les
symptomes d’insui"ﬁsance; les insuffisances faibles et les insuffisances (fortes). Malheu-
reusement, le cadre de cet article ne permet pas d’expliquer la famille d’algorithmes de
recherche d’insuffisance faible dont nous donnons des instances dans la section suivante.
En fait, ces algorithmes ne trouve leur explication que lorsqu’on constate qu’ils sont
de simples algorithmes de recherche d’incorrection (mais sur un systeme de regles fort
compliqué qui n’a pas été donné ici). Ceci est parfaitement montré ici grace a la relation
bien fondée entre les b-états.

Le nouveau schéma de diagnostic basé sur une relation bien fondée montre ici tout son
intérét. Il est probable qu’il existe bien d’autres exemples, éventuellement pour d’autres
types de langages de programmation (impératifs, fonctionnels, etc.), ou ce schéma éclair-
cirait des algorithmes de diagnostic déclaratifs, ou permettrait d’en découvrir des nou-
veaux.

Il est intéressant de noter qu’un algorithme de diagnostic recherche avant tout un symp-
tome minimal. C’est ensuite, que I'on associe a ce symptéme minimal une notion d’er-
reur. Ceci est nettement mieux expliqué par une relation bien fondée que par un systeme
de regles ou la distinction entre le symptome minimal et 'erreur qui lui est associé n’est
pas mise en avant. O

L’intéret de la relation de couverture est double:

1. On se ramene a des propriétés attendues exprimées en termes d’atomes contraints attendus.
Ainsi, les propriétés attendues requises pour le diagnostic d’incorrection positive et le diag-
nostic d’incorrection négative sont les mémes. C’est agréable pour automatiser une partie du
diagnostic en utilisant par exemple une spécification partielle de la sémantique attendue.

2. On peut exprimer une “bonne” notion d’erreur associée a la notion de symptome minimal.
Elle est bonne parce qu’elle explique de maniere suffisamment fine le symptome minimal, mais
aussi parce qu’elle est facilement compréhensible par 'utilisateur.
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4.5.4 Algorithmes

Dans la section 4.3 nous avons décrit une famille d’algorithmes qui consistent a construire une
suite décroissante de symptomes jusqu’a trouver un symptoéome minimal. L’algorithme que nous
proposons dans [92] est une instance de cette famille. Cet algorithme généralise aux arbres SLD
sans co-routinage en programmation logique avec contraintes l'algorithme de [37] donné dans le
cadre de la programmation logique pure et qui suppose 'existence d’un arbre SLD standard.

Nous donnons enfin 'explication de ce style d’algorithme grace a la relation bien fondée <.

Etant donné un 0-état symptome (0,5), on interroge les 0-états de I’ensemble {(0,S") | il existe
une suite finie de 1-état (1,51)---(1,5m),(0,5") <r (1,Sn) <r --- <7 (1,S1) <7 (0,5)}. Cet
ensemble correspond a la forét de preuve définie dans [92] et & la forét de preuve définie dans [37] si
T est un arbre SLD standard. Si un des 0-états de I’ensemble est un symptome alors I'algorithme
est appelé récursivement, sinon la paire associée a (S,0) est une incorrection négative (ou une
insuffisance faible pour [92] ou un atome non complétement couvert pour [37]).

Comme Palgorithme est invoqué si (0, sq(p)) est un symptome, c’est par celui-ci que commence
la recherche d’un symptome minimal.

En plus d’avoir expliqué les algorithmes classiques de recherche d’atome non couvert, nous
avons découvert une famille plus vaste d’algorithmes qui permet d’envisager des optimisations
du type “diviser pour régner” ou bien guidées par des heuristiques. Les seules optimisations qui
étaient possibles dans les algorithmes classiques reposaient sur le non-déterminisme de I'ordre pour
interroger les noeuds d’une forét de preuve donnée. Maintenant, c’est le non-déterminisme de ’ordre
pour interroger I’ensemble de tous les 0-états qui autorise toute sorte d’optimisations.

Nous donnons maintenant un algorithme de diagnostic d’incorrection négative. Il correspond a
'algorithme de [92]. On remarquera que son expression est ici nettement plus simple, grace a ’étude
qui précede. Enfin sa preuve de correction et complétude a été faite et de maniere indépendante de
Palgorithme lui-méme.

Soit T' = (domP,—P) un arbre SLD sans co-routinage tel que (0, sq(p)) n’est pas attendu. On
suppose donné un ordre sur les fils de tout nceud de T, i.e. on oriente 'arbre T' (par exemple a
partir de 'ordre des clauses dans le programme).

La paire associée a diagnostic(sq(p)) est une incorrection négative, ou diagnostic est la fonction :

fonction diagnostic(S : état) retourne état
début fonction
X «—— {S'| il existe une suite finie de 1-état (1,S1)---(1,Sp),
(O,Sl) <r (I,Sm) <r---<r (1,51) <r (O,S)}
pour i de 1 & card(X)
soit S; le i®™€ état de X trouvé lors du parcours gauche en profondeur de T
fin pour
1— 1
début boucle
si ¢ > n alors sortir boucle
interroger l'oracle pour (0,.S;)
si réponse = NON alors retourner diagnostic(S;)
g +—1+1
fin boucle
retourner S
fin fonction
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On illustre I’algorithme par I’exemple suivant (similaire & celui traité dans [92]) dia & Colmerauer
[21] en Prolog III utilisant le solveur sur les booléens [8].

Ezemple 4.5.1 Détection de pannes dans un additionneur binaire en Prolog II1

On cherche a détecter des composants défectueux dans un additionneur binaire qui calcule la somme
de trois bits x1, x9, x3 sous forme d’un nombre binaire sur deux bits y;y2. Le circuit est le suivant,:

Ll b1
1 U1
AND
P4
3 U3
| XOR
- — P | n
X2 T U2 OR
AND
P5 .
XOR

On ne s’intéresse qu’au cas ou un seul des composants est en panne.

La clause a <« C'O A s’écrit en Prolog III (syntaxe marseilleise) :
a->A, C;

(en particulier un fait @ «— C'O¢ s’écrit a => , C ;).

Le programme DETECT1 exprime la relation entre les entrées, les sorties et le composant défec-
tueux.

circuit(C,E,S) -> au_plus_1(C,X) , {C = [P1,P2,P3,P4,P5], E = [X1,X2,X3],
S = [Y1,Y2], X = 17, “P1 => (U1 <=> (X1 & X3)),
P2 => (U2 <=> (X2 & U3)), "P3 => (Y1 <=> (U1 | U2)),
“P4 => (U3 <=> ~“(X1 <=> X3)), “P5 => (Y2 <=> " (X2 <=> U3))} ;

au_plus_1(L,X) -> , {L =[], X =0} ;
au_plus_1(L,X) -> au_plus_1(Q,Z) , {L = [YIQ], X = (Y | Z2), (Y & Z) = 0’} ;

booleen(X) -> , {X =0’} ;
booleen(X) -> , {X = 1’} ;
enumere(L) -> , {L = [1} ;

enumere(L) —> booleen(X) enumere(Q) , {L = [XIQ]} ;

go(C,E,S) -> circuit(C,E,S) enumere(E) , {C = [0’,0°,0°,0°,1°], S = [1°,1°]} ;
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La variable C est la liste des composants (P1 & P5), un composant est défectueux si sa valeur est
17, la variable E est la liste des entrées (X1 a X3) et la variable S est la liste des sorties (Y1 et Y2).
Les variables existentielles U1,U2,U3 de la premiere clause sont les sorties des composants P1,P2,P4
comme indiqué sur le schéma précédent.

Le but go(C,E,S) fournit des jeux de tests dans le cas ou le composant P5 est défectueux (pour
simplifier, on impose que la sortie soit [17,1°]).

Remarque. 11 ne faut pas confondre notre objectif qui est de recherché des erreurs
dans le programme avec ’exemple qui est un programme qui recherche des composants
défectueux dans un additionneur binaire. &

Les réponses fournies par Prolog III sont :

> go(C,E,S) ;

{¢ = [0’,0’,0’,0°,1’], E = [0’,1°,1°], s = [1°,1°]}
{¢ = [0’,0’,0%,0°,1°], E= [1’,0°,1’], S = [1’,1°]}
{¢ = [0’,0’,0’,0°,1’], E = [1’,1°,0’], s = [1’,1°]}
{¢ = [0’,0’,0%,0°,1?], E= [1’,1°,1°], S = [1’,1°]}

La derniere réponse s’expliquent par le fait qu’un composant défectueux n’a pas sa sortie erronée
pour toutes les entrées possibles. C’est pour cette raison que nous avons mis des implications
dans le programme : le composant P2 fonctionne correctement si P2 = 0’, i.e. pour tout X2,U3,U2 la
conjonction des entrées X2 & U3 est équivalente a la sortie U2.

Afin d’illustrer le diagnostic d’incorrection négative nous donnons le programme DETECT?2 qui est
une autre implantation du probléeme (erronée évidement).

circuit(C,E,S) -> au_plus_1(C,X) , {C = [P1,P2,P3,P4,P5], E = [X1,X2,X3],
S = [Y1,Y2], X = 17, “P1 => (U1 <=> (X1 & X3)),
P2 => (U2 <=> (X2 & U3)), "P3 => (Y1 <=> (U1 | U2)),
“P4 => (U3 <=> (X1 & “X3)), “P5 => (Y2 <=> ("X2 & ~U3))} ;

au_plus_1(L,X) -> , {L =[, X =0} ;
au_plus_1(L,X) -> au_plus_1(Q,Z) , {L = [YIQ], X = (Y | Z2), Y & Z) = 0’} ;

booleen(X) -> , {X =0’} ;
booleen(X) -> , {X = 1’} ;
enumere(L) -> , {L = [1} ;

enumere (L) —> booleen(X) enumere(Q) , {L = [XIQ]} ;
go(C,E,S) -> circuit(C,E,S) enumere(E) , {C = [0’,0°,0’,0°,1°], S = [1°,1°]} ;
Les réponses fournies par Prolog III pour le but go(C,E,S) du programme DETECT?2 sont :

> go(C,E,S) ;

{¢c = [0’,0’,0°,0°,1’], E = [0°,1,0°], S = [1’,1°]}
{¢ = [0’,0?,0°,07,1°], E = [1’,0’,1’], S = [1°,1°]}
{¢c = [0’,0°,0°,0°,1’], E = [1’,1°,1°], S = [1’,1°]}
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On constate que (0, sq(go(C,E, S))) est un symptome. {} Ogo(C,E,S) est non complétement couvert
parce qu’il existe un store C’ tel que go(C,E,S) < C’ est non couvert. Par exemple, on peut prendre
¢’ = {(c=[0?,07,07,07,1°], s=[1",1"], E=[0’,1’,1’])}, ou C' = {(c=[0",0°,0°,0°,1°],
S=[1’,1°], E=[1’,1’,O’])}

Voyons la session de diagnostic pour le programme DETECT?2 et le but go(C,E,S).
Les stores présentés ont été simplifiés par Prolog III.

Symptome: go(C,E,S)

circuit(C,E,S)0{c = [0’,0’,07,0°,1°], S = [1’,1°]}

est-il completement couvert par

{c = [0°,0°,0°,0°,1°], E = [X1,X2,X3], S = [1’,1°], X2|X3 = 1’, X1 => X3, X3 => X1,
X11X2 = 17}

7 NON

au_plus_1(C,X)O{c =[0',0",0",0",1']}

est-il completement couvert par

{ {c = [0°,0°,0°,0°,1°], X = 1°} }

7 0UI

enumere(E) 0 {E = [X1, X2, X3], X2|X3 = 1/, X1 => X3,X3 => X1,X1|x2 = 1’}
est-il completement couvert par

{ {E = [0°,17,0°1}, {E = [17,0,1°1},{E = [1’,17,1°]} }

7 0UI

Incorrection négative : circuit(C,E,S)d{c = [0’,0°,0°,0°,1°], S = [1°,1°]}

L’algorithme a isolé une définition responsable du symptome. L’erreur vient du fait que dans la
définition de circuit les “XOR” ont été implantés par des “NOT OR”.

Sur cet exemple, on constate que C' dgo(C, E,S) est aussi non compleétement couvert, o C' =
{(c=[0’,0°,0°,0°,1°], S=[1’,1°], E=[A,~ A,1°])}. Dans ce cas on peut rechercher une er-
reur a partir de C' O go(C, E, S). En effet, on peut ajouter la clause go’ -> go(C,E,S), C’ ; au
programme, et considérer que {} Ogo’ est non attendu. Dans ce cas on retrouve 'exemple traité
dans [92] qui aboutit & une erreur encore plus précise.

Dans cette section, nous n’avons donné une méthode de diagnostic d’incorrection négative que
si 'arbre SLD associé au symptome négatif calculé est sans co-routinage. Cette condition permet
d’assurer que les questions d’incomplétude sont finies, et que ’on peut calculer les prolongements
d’un 0-état de maniere effective.

Les arbres SLD calculés par un systeme de PLC standard (standard international ISO de Prolog
[31]) peuvent étre avec co-routinage. Cependant, en Pabsence de méta-prédicat de controle (comme
delay, freeze, etc.) les arbres SLD sont sans co-routinage (ils respectent la régle de calcul stan-
dard). De plus, on constate que de nombreuses parties, des arbres SLD avec co-routinages calculés,
sont sans co-routinage (on peut commencer par interroger ces parties). Et parfois on peut déduire
de ’arbre SLD calculé un arbre SLD sans co-routinage.

Maintenant que nous avons bien expliqué les algorithmes de recherche d’incorrection négative,
on comprend pourquoi la condition de non co-routinage est nécessaire. On pouvait penser trouver
des méthodes pour étendre ces algorithmes a des arbres SLD avec co-routinage en conservant des
questions atomiques (qui ne font intervenir qu’un atome). On comprend pourquoi c’est impossible
grace a notre définition claire de 'arbre SLD.
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D’autres techniques ont été envisagées, mais celles qui permettent d’avoir des interactions
simples avec 'oracle ne fournissent pas de notion d’erreur intéressante.

En revanche, si on s’autorise a poser des questions non atomiques alors on peut trouver d’autres
algorithmes.

Par exemple, a 'extréme, on peut considérer que le programme P est une abréviation pour
IFF(P). On présente brievement une méthode similaire a celle développée dans [63] pour le langage
ESCHER.

Dans ce cas, on peut voir la sémantique opérationnelle comme du remplacement de = par =:

e le programme est un ensemble d’égalités a = (C' Oaj---a, ) V---V(C™Oal"---ay )

e on passe du but
B'V.--vBT'v(C'Od} - -al_jdialy ---al,) VBT V.. v B

k
ng

i.

i au but

ot a’ est 'atome sélectionné, et les B¥ sont de la forme C*Od¥---a
B'v...v Bty BGD ...y BEGn y gitly ...y B!

ou aé- = (D'Obi---bL )V --- vV (D™OB"--- b ) est une égalité du programme (dont les

variables locales sont renommées a part) et les BUk) |k = 1,...,n sont de la forme C* A
Dhoal - a;_lbib e bﬁha;_i_l ---af pourles h € {1,...,m} tels que C* A D" n’est pas rejeté.

Le calcul est alors déterministe et de la forme:
Bf
|
BiV---V B2,

|
B"vV---vV B
ou chaque B}*, k =1,...,n,,, est de la forme C}"O¢ et B{ est de la forme ) Oa (B*V---Vv B

est le V-store réponse au but « a).
La sémantique opérationnelle est simple et le diagnostic déclaratif d’incorrection encore plus.

Le V-store réponse est un symptome si a = B{" V---V B n’est pas attendu. C’est qu’il existe
une égalité B Vv .-V BfLi =BTlv...v B,’;ﬁl non attendue. L'erreur peut se définir a partir de

Pégalité du programme qui a permis de passer de I’état ¢ a I’état ¢ + 1.
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Cependant, on voit toute la difficulté de 'interaction avec I'oracle puisque ce dernier doit se
prononcer sur des objets tres complexes, i.e. il doit déterminer si une égalité de la forme B{ VARERY,
Bf%_ = B{H \VERERY, Bﬁlﬁl est attendue, ou chaque By est de la forme Cy 0 A} ou A7 est une suite
finie d’atomes.

On comprend pourquoi Lloyd s’intéresse tant au probleme de présentation (i.e. comment pré-
senter des question longues et complexes a I'utilisateur).

4.6 Insuffisance: réponses manquantes

Nous nous contentons d’une esquisse de 'adaptation des techniques de recherche d’insuffisance
connues a la programmation logique avec contraintes. La principale différence avec la programma-
tion logique réside dans le probleme de non couverture unique largement discuté dans le chapitre 3.
Cette section se base sur les résultats de [92].
On reprend une partie de la terminologie et des définitions introduites dans la section 4.5.

On suppose un programme P et une relation de couverture - fixés. Le critere de rejet RC est
défini par la relation unaire - 0.

La sémantique attendue est toujours formalisée par un ensemble d’atomes contraints I.

Le schéma général de la section 4.1 peut s’appliquer a 'opérateur 7° 5.

Définition 4.6.1 Symptome d’insuffisance
Un symptome d’insuffisance est un atome contraint a — C € I\ pgpf (T p).

Définition 4.6.2 Insuffisance
Une insuffisance est un atome contraint a «— C non couvert par P relativement a I (i.e. a — C €

INTE p(1)).

Définition 4.6.3 Symptome d’insuffisance calculé
Un symptome d’insuffisance calculé est un atome contraint a «— C tel qu’il existe un arbre SLD
fini pour le but «— a et C' I SS(P,a) (SS(P,a) est le VV-store réponse pour le but — a).

Pour que la méthode s’applique aux symptomes effectivement calculés, il faut montrer qu’un
symptome d’insuffisance calculé est un cas particulier de symptome d’insuffisance. Ce cas particulier
correspond a 'existence d’un arbre SLD fini pour le but concernant ’atome du symptome.

Les trois premiers lemmes sont intermédiaires a la preuve du lemme 4.6.7.

Lemme 4.6.4 S’il existe un arbre SLD fini pour le but «— a et le V-store réponse associé est
SS(P,a) = {Ch,...,Cy,} alors il existe un entier k tel que, pour tout store C, sia «— C € Tp | k
alors C F 0 (i.e. C est rejeté) ou il existe 1 <i < m tel que C = C;.

Preuve. On fait correspondre un élément a < C de Tp | k a un squelette S de
profondeur < k qui a toutes ses feuilles indéfinies a la profondeur k et est tel que
AC(S,a) =C.

Si k' est la profondeur de arbre SLD, on prend k& > k' et on constate qu’un squelette
qui correspond a un élément a « C de Tp | k est soit une réponse, soit tel que C - (. m

Lemme 4.6.5 Pour tout entier n, si a «+ C € T° , | n alors il existe un ensemble de stores R tel
que C' = R et, pour tout store C' € R, a — C' € Tp | n.
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Preuve. Le lemme se prouve par récurrence sur ’entier n.
1. Sia < C €TP p | 0 alors il suffit de prendre R = {C}.

2. Pour I’hérédité de I’hypothese, on utilise le fait que T p | n+1 =T (Tp(T° p | n))
et les propriétés CONJ, EXIS et TRAN de la relation de couverture.

Lemme 4.6.6 Sia «— C € T , | w et il existe un arbre SLD fini pour le but — a et SS(P,a) =
{C1,...,Cn} alors il existe R C {C1,...,C,} tel que CF R (i.e. a — C € SS(P)).

Preuve. Le lemme 4.6.5 montre que, pour tout entier n, il existe R, tel que C' F R,, et,
pour tout store C' € R,,, a +— C' € Tp | n.

Le lemme 4.6.4 assure qu’il existe un entier k tel que si a <+ C’' € Tp | k alors C' ()
ou il existe 1 <7 < m tel que C' = C;.

Il suffit de prendre R = Ry. |

Nous pouvons maintenant énoncé le lemme principal qui établi qu’un symptome d’insuffisance
calculé est un cas particulier de symptome d’insuffisance.

Lemme 4.6.7 Si a «— C est un symptome d’insuffisance calculé alors a «— C est un symptome
dinsuffisance.

Preuve. Soit a «— C un symptome d’insuffisance calculé. Si a < C n’est pas un
symptome d’insuffisance alors a «— C € pgpf(T° p), donc a — C € T?p | w et
C t SS(P,a) (lemme 4.6.6), or a <« C est un synipt()me d’insuffisance cal’culé, donc
a «— C est un symptome d’insuffisance. |

La méthode généralise celle utilisée en programmation logique (section 4.2), puisqu’on remplace
la condition d’existence d’un arbre SLD d’échec fini pour le symptome par la condition d’existence
d’un arbre SLD fini. C’est parce que les deux niveaux de réponses considérés permettent de générali-
ser la sémantique négative classique liée a 1’échec fini (notons qu’il était moins évident de considérer
des “disjonctions” de substitutions réponses dans le cadre de la programmation logique).

L’algorithme de diagnostic est basé sur les mémes principes que l'algorithmes de diagnostic
de la section 4.1.2. A cette différence qu’il utilise des regles de couverture éventuellement non
finitaires. Les regles de couverture correspondent, ramené au cadre de la section 4.2, a la tentative
de construction en parallele de plusieurs arbres de preuve.

La non finitude potentielle des regles de couverture pose le probleme d’effectivité du diagnostic.
Si la relation de couverture est compacte (par exemple celle définie & partir d’une théorie) ce
probleme ne se pose pas. En revanche, si elle n’est pas compacte alors supposons que 'utilisateur
ne puisse répondre a une question par une couverture finie alors deux cas sont a envisager :

1. c’est parce qu’il n’existe pas de couverture possible alors on a trouvé une insuffisance;

2. c’est parce que toute couverture possible est infinie alors on constate que pour obtenir ’atome
contraint par un calcul fini, la meilleure solution est peut-étre de 'ajouter comme clause du
programme, méme si ’erreur qui a causé le symptome ne se situe pas nécessairement dans la
définition correspondante.

Dans tous les cas, si on veut utiliser une régle de couverture non finitaire, la notion d’erreur
n’est pas maniable de maniere effective.
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Cet algorithme demande donc a 'utilisateur de fournir des contraintes pour couvrir ce qui est
attendu. On remarque qu’il y a beaucoup plus de contraintes a fournir qu’il y avait de substitutions
a fournir en programmation logique : la méthode revient a explorer plusieurs arbres de preuve quand
la propriété d’indépendance des contraintes négatives n’est pas vérifiée.

Aucun prototype n’a été réalisé pour le diagnostic d’insuffisance, mais on peut s’attendre a une
grande complexité de l'interaction avec l'oracle. C’est pourquoi nous avons privilégié le diagnostic
d’incorrection négative.

Malgré tout cette méthode reste une piste intéressante dans le cas ou il n’existe pas d’arbre
SLD sans co-routinage (ou a partir de I'arbre SLD calculé on n’a pas pu déduire un arbre SLD sans
co-routinage).

En comparant les deux types de définitions, nous allons constater qu’une collaboration des deux
méthodes pourrait étre envisagée.
Un symptome d’insuffisance calculé est un atome contraint a <« C' vérifiant la propriété :

e g —(Cel;
e C'I/SS(P,a),ie. Cl/ R(COa) (REFL et CONJ).

Donc a OC est un symptome d’incorrection négative.
De la méme maniére, un symptome d’incorrection négative calculé est une paire a O C vérifiant :

e il existe C'F {C};
e a—C'el,;

e C' I/ R(COa), ie. C' I/ SS(P,a) (sinon C'" A C + R(COa) or C" - {C'" A C} d'ou la
contradiction).

Donc si I'utilisateur fournit la contrainte C’ (celle dont on lui demande si elle existe dans la question
d’incomplétude) alors a < C' est un symptome d’insuffisance.

Par conséquent, il semble qu’il soit possible de passer d’un type de symptome a l'autre. Si cette
voie, qui reste a explorer, s’avere fructueuse alors (lors d’une session de diagnostic pour des réponses
manquantes) on peut imaginer utiliser le premier algorithme pour les parties de ’arbre SLD sans
co-routinage et le second algorithme pour les autres parties.

Le résultat suivant renforce aussi cette perspective:

Lemme 4.6.8 [l existe une insuffisance si et seulement si il existe une incorrection négative.

Preuve.

= Soit a « C une insuffisance, i.e. a <~ C € I\T° p(I). Ona C'+{C'}, a — C' €I
mais a «+ C’ non couvert par P par rapport a 7I, donc a OC" est une incorrection
négative.

< Soit ¢ O C une incorrection négative, i.e. il existe C’ tel que C' + {C}, a — C" €1
mais a < C' n’est pas couvert par P par rapport a I, donc a «+ C’ est une
insuffisance.

D’otu le corollaire suivant, qui s’applique bien entendu aux symptéomes calculés :
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Corollaire 4.6.9 S’il existe un symptome d’insuffisance (respectivement un symptome d’incorrec-
tion négatif) alors il existe une incorrection négative (respectivement une insuffisance).

Enfin, notons que c’est 'opérateur T° , qui a été choisit pour les définitions. Soulignons qu’en

général: pgpf (TC p) # pgpf (TC p) # Ti-(pgpf (Tp))
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Chapitre 5

Conclusion

Deux contributions aux domaines de la programmation logique avec contraintes se dégagent de ce
travail :

1. Une reformulation complete de la sémantique opérationnelle et de la sémantique déclarative
des programmes logiques avec contraintes en termes de squelettes et d’arbres de preuve.

Notre cadre permet de rendre compte de 'incomplétude des solveurs de contraintes grace au
critere de rejet pour la sémantique opérationnelle et grace a la relation de couverture pour
la sémantique déclarative. Le critere de rejet abstrait la notion de satisfiabilité d’un store
dans une interprétation du langage des contraintes ou dans une théorie dans le langage des
contraintes. La relation de couverture étend le critere de rejet pour abstraire la notion de
couverture d’un store par un ensemble (éventuellement infini) de stores.

Cette reformulation dégage les deux niveaux de calcul manipulés en programmation logique
avec contraintes: dérivations SLD et arbres SLD; les premiers peuvent étre vu comme des
calculs positifs et les seconds comme des calculs négatifs. Cela permet de distinguer deux
sémantiques: la sémantique positive et la sémantique négative. En général la sémantique
négative se définit a partir des arbres SLD d’échec fini. Nous considérons qu’une bonne géné-
ralisation est de la définir a partir des arbres SLD finis en considérant les V-stores réponses
(on retrouve le cas particulier de ’échec fini quand le V-store réponse est vide).

2. Une étude du diagnostic déclaratif d’erreur en programmation logique avec contraintes met-
tant a profit la reformulation en termes de squelettes et d’arbres de preuve de la sémantique
des programmes logiques avec contraintes.

Nous avons étudié le cas des réponses fausses (incorrection positive) et le cas des réponses
manquantes (incorrection négative et insuffisance). Pour la recherche d’incorrection négative,
nous avons contribué a éclaircir les fondements théoriques de 1’algorithme que nous propo-
sions dans [92]. Cet algorithme est une double généralisation (& la programmation logique
avec contraintes et aux arbres SLD sans co-routinage) d’un algorithme connu pour la pro-
grammation logique [68]. De ce point de vue, nous contribuons également a la compréhension
formelle des algorithmes de recherche d’atomes non completement couverts de la program-
mation logique: ce sont de simples algorithmes de recherche d’incorrections, mais pour un
systeme de regles compliqué.

Nous avons défini un nouveau schéma général pour le diagnostic basé sur une relation bien
fondée, qui n’explique pas directement la notion d’erreur, mais qui rend compte fidelement
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des algorithmes de diagnostic d’incorrection qui ne sont que la recherche d’élément minimaux
parmi les symptomes.

Nous n’avons imposé aucune condition sur les programmes, telle que la propriété d’étre ac-
ceptable [4]. Nous n’avons imposé aucune condition sur le solveur de contraintes, telle que
la complétude. La seule condition que nous ayons imposé est l'existence d’un arbre SLD fini
sans co-routinage pour le diagnostic déclaratif d’incorrection négative. Cependant, les arbres
SLD calculés par les systemes ont généralement de nombreuses parties sans co-routinage. De
plus, nous discutons dans la section 4.6 des méthodes qui permettraient une collaboration
judicieuse entre les techniques de recherche d’insuffisance et de recherche d’incorrection néga-
tive. Une telle collaboration peut étre possible grace a notre définition des arbres SLD (avant
cette définition, il était difficile de ’envisager). Cela permettrait de diagnostiquer des erreurs
dans le programme dans le cas de réponses manquantes en conservant, quand c’est possible,
une interaction simple avec 'oracle.

Nous avons comparé notre modélisation de la sémantique opérationnelle avec les modeles plus
classiques et nous avons montré qu’elle décrit une abstraction du comportement opérationnel des
systemes réels.

Rappelons que nous avons fait le choix de voir un systeme de PLC comme un vrai langage de
programmation et non comme un systeme de résolution de contraintes uniquement.

Le probleme de présentation (voir section 4.2) n’a pas été abordé. C’est un probléeme qui dépasse
largement le cadre du diagnostic. En effet, lors du diagnostic on interroge ’utilisateur pour savoir si
le résultat d’un calcul est attendu. Le probleme de présentation de ce résultat existe déja quand on
considere 'implantation du systeme de PLC lui-méme, et au dela il existe déja quand on s’intéresse
au systeme de résolution de contraintes. Des solutions sont en partie connues, par exemple en
utilisant des approximations, I’énumération des solutions, I’élimination des variables quantifiées
existentiellement, des outils graphiques, des transformations des formules conservant ’ensemble
des solutions, etc.

Le niveau de cette reformulation convient pour étudier 'aspect programmation, mais pas encore
I’aspect résolution de contraintes.
Par exemple, si le programme est de la forme (ou C' est un treés gros stores)

go(xy,...,zy) «— COe

et qu’on observe un symptome a I’exécution, les méthodes de recherche d’erreur que nous présentons
sont sans intérét. On peut discuter de la méthodologie de programmation et préférer un programme
mieux structuré : en général il est plus facile de découper un probleme en sous-probleme. .. mais ce
n’est pas notre propos.

Notons que le programme ci-dessus peut a peine étre considéré comme un programme. C’est
plutot Putilisation d’un systeme de programmation logique avec contraintes comme simple systeme
de résolution de contraintes: seule une partie des possibilités du systéme est utilisée (c’est comme
si Pon utilisait un langage de programmation impérative pour calculer la valeur de (14 +/5)/2 alors
qu’on dispose d’une calculette!).

Chercher des erreurs dans le store C' n’a pas de sens dans notre cadre au sens strict: les
prédicats de contrainte sont supposés corrects, c’est le programme que nous déboguons non le
systeme. Cependant, s’il y a un symptome c’est bien qu’une erreur a été commise lors de I’écriture
du store C'.

Cependant, peu de programmeurs peuvent affirmer n’avoir jamais utilisé un langage de programmation de cette
maniére.
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Il serait donc important de se placer dans un autre cadre pour chercher des moyens formels
appropriés afin de diagnostiquer des erreurs dans des systemes de contraintes purs. C’est-a-dire
s’'intéresser au diagnostic pour les problemes de satisfaction de contraintes.

Nous n’avons pas parlé d’implantation des algorithmes décrits dans le chapitre 4. Les implanta-
tions réalisées actuellement sont a 1’état de prototype. Notamment elles n’integrent pas d’interface
conviviale et sont encore semi-automatiques en ce qui concerne le problemes des réponses man-
quantes.

Comme pour la programmation logique, I'implantation de prototypes écrits dans le langage
lui-méme souléve des problemes de méta-programmation. La difficulté supplémentaire est la mani-
pulation des contraintes au niveau méta. Cette difficulté intervient par exemple lors du probleme
de présentation. Elle est en partie simplifiée en Prolog IIT grace au prédicat outc qui affiche un
terme avec les contraintes associées aux variables qui figurent dans ce terme.

On constate que la représentation avec variables du programme objet fonctionne correctement
(comme en programmation logique). Par exemple le méta-interprete vanilla:

solve(true) «— @O e
solve(x) «— 0 O clause(zif y) solve(y)
solve(z ety) «— 0 O solve(z) solve(y)

ou la définition du prédicat clause est: pour toute clause a «+— C'Oayq - - - a, du programme objet,

le méta-interprete a un fait clause(aif ajet --- eta, ettrue) «+ C Oe. On peut noter que c’est la
définition exacte du prédicat clause de Prolog III. Ce langage semble étre le mieux adapté pour
I'implantation de prototypes méta-programmés.

Cette difficulté a manipuler les contraintes au niveau méta, en partie simplifiée en Prolog III,
amene a penser que les algorithmes de diagnostic seraient plus simples a implanter dans le systeme
lui-méme et non au niveau méta. Un interprete manipulant les contraintes sur les intervalles sur
IN et sur IR est en cours de développement au Laboratoire d’Informatique Fondamental d’Orléans
sous la direction de Frédéric Benhamou. Nous envisageons d’intégrer nos algorithmes de diagnostic
déclaratif d’erreur dans ce systeme.

Nous n’avons pas parlé de 'optimisation possible de nos algorithmes. Toutes les optimisations
décrites dans la section 4.2 sont envisageables. De plus, en tenant compte de U'interprétation sous-
jacente des contraintes on pourrait exhiber des heuristiques permettant d’optimiser le nombre de
questions ou de déterminer un ordre allant des questions les plus simples aux questions les plus
complexes.

Il est important de noter que le diagnostic déclaratif d’erreur n’évite pas tout travail de la part
de l'utilisateur et qu’il n’est qu'une aide pour la recherche des erreurs dans le programme (il n’y a
pas de miracle!).

Rappelons enfin que ces outils doivent s’intégrer dans un environnement général de mise au
point de programme, et qu’ils ne viennent qu’en appui de toutes les autres techniques permettant
d’aider a la correction du programme.
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Appendice A

Rappels

Cette annexe rappelle les définitions de base utiles dans cette these. Les notations et le vocabulaire
introduits sont tres classiques. Le lecteur trouvera plus de détail sur les différents concepts dans les
ouvrages de mathématiques discretes pour 'informatique (par exemple [53, 6, 99, 66, 82]).

A.1 Relations

Une relation R sur Fy X - -+ X E,, est un sous-ensemble de Ey X --- X E,, (X est le produit cartésien).

Etant donné une relation R sur Fy x---x E,, nous notons aussi R la fonction de £y X --- X E,
dans Pensemble des valeurs de vérité {vrai, faux} et nous utilisons les notations (eq,...,e,) € R et
R(eyq,...,e,) pour indiquer que (eq,...,e,) est un élément de R. Notons que Ej X --- X E,, est la
relation sur Ky X --- X E, vraie pour tout élément de Fy X --- X F,,.

Si R est une relation sur E™ nous dirons également que R est une relation n-aire sur F.

Soit R une relation binaire sur E. On note parfois e; Res pour (ej,e2) € R et e;Res pour
(e1,e2) € R. De plus, on dit que:

e R est réflexive si pour tout e € E': (e,e) € R;
e R est irréflerive si pour tout e € E: (e,e) ¢ R;

R est symétrique si pour tout (e1,es) € E2: (e1,e9) € R implique (e, e1) € R;

R est antisymétrique si pour tout (e, ez) € E?: (er,e2) € Ret (ea,e1) € R implique e; = e3;

R est transitive si pour tout (e1, ez, e3) € E3: (er,e2) € Ret (ez,e3) € Rimplique (e1,e3) € R;

e R est une relation d’équivalence si R est réflexive, symétrique et transitive ;
e R est un ordre (partiel) si R est réflexive, antisymétrique et transitive ;
e R est un ordre strict si R est irréflexive et transitive;

e R est un ordre total (strict) si R est un ordre (strict) et pour tout (e;,e3) € E?, e; # ey:
(e1,e2) € Rou (eg,e1) € R.

Soit R une relation sur F; X Ey. On note R™! la relation réciproque de R sur Ey x E; définie
par: pour tout (ey,es) € By x Ey, (e3,e1) € R™! si et seulement si (e1,e3) € R.
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Soit R une relation binaire sur E. On appelle cloture transitive (respectivement réflexive tran-
sitive) de R la plus petite relation transitive (respectivement réflexive et transitive) qui contient R.
La cloture transitive de R est notée RT et sa cloture réflexive transitive est notée R*.

Soit R une relation binaire sur E. Soit (e1,es) € R. ey est un prédécesseur de ey selon R (et
ey est un successeur de ej selon R) s’il n’existe aucun e € E tel que (e1,e) € R et (e,e2) € R. La
relation binaire sur E définie par {(e,e3) € E? | e; est un prédécesseur de e selon R} est appelée
relation successeur issue de R (elle est incluse dans R); sa relation réciproque est appelée relation
prédécesseur issue de R.

Soit R une relation d’équivalence sur E. On appelle classe d’équivalence de e € E (modulo
R) Pensemble {¢’ € E | (¢',e) € R}. Deux classes d’équivalences sont soit égales soit disjointes;
une classe d’équivalence est entierement déterminée par un de ses éléments. L’ensemble des classes
d’équivalences modulo R est une partition de E notée E/R (le quotient de E par R). Afin de
simplifier, une classe d’équivalence est notée, en pratique, par n’importe lequel de ses éléments ; le
contexte suffit, en général, a établir s’il s’agit de la classe ou de ’élément.

Une relation binaire R sur E est bien fondée (ou ncetherienne) si pour tout élément ey € E, il
n’existe pas de suite infinie {e;};cn d’éléments de E telle que (e;y1,¢e;) € R, pour tout i € IN (i.e.
il n’existe pas de suite infinie “décroissante”).

La cloture transitive d’une relation bien fondée est un ordre strict bien fondé.

A.2 Mots sur un alphabet

Soit A un ensemble de lettres appelé alphabet.

L’ensemble des mots A* sur ’alphabet A est ’ensemble des suites finies d’éléments de A. La suite
vide est notée ¢; La suite composée des n > 0 lettres aq,...,a, dans cet ordre est notée a; ---a,
(n est la longueur du mot ay,...,a,); en particulier, la suite composée de 'unique élément a € A
est notée aussi a (en général, le contexte leve toute ambiguité).

Si N = ajay---amy et N' = dlal,---al, sont des éléments de A*, la concaténation de N et N’
est la suite finie, notée N - N', définie par: N - N’ = ayay---amalal---al,. N est appelé un préfive
(ou facteur de gauche) de N - N'.

(A*,-,€) est le monoide libre engendré par A. Un langage sur A* est un sous-ensemble de A*.

A.3 Treillis

Soit E un ensemble et < un ordre sur E ((E, <) est un ensemble partiellement ordonné). Soit X
un sous-ensemble de F.

On appelle majorant de X tout élément e € E tel que, pour tout z € X : < e. Le dual est la
notion de minorant de X. Une borne supérieure de X C FE est un majorant e de X tel que, pour
tout majorant ¢ de X : e < €'. La borne supérieur de X, si elle existe, est unique et notée lub(X).
La notion duale de borne inférieure est notée glb(X).

(E, <) est un treillis si, pour tout (er,es) € E2, la borne supérieure et la borne inférieure de
{e1,es} existent. (E, <) est un treillis complet si pour tout sous-ensemble X de E: lub(X) et glb(X)
existent.

Un sous-ensemble X de E est dirigé si tout sous-ensemble fini de X a sa borne supérieure dans

X.
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Ezemple A.3.1 Treillis sur l’ensemble des parties d’un ensemble
Soit E un ensemble. (2F, C) est un treillis complet. Si X C 2% alors lub(X) = J,cx = et glb(X) =
Nacx ©- La borne supérieure de 2% est E et sa borne inférieure est 0.
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Notations

a+— COA Une clause, 27

—  Relation de transition entre états de cal-
cul, 43
—, Relation de transition selon la regle
de calcul r, 45

(dom?,—P)  Arbre SLD pour le prédicat de
programme p selon la regle de calcul r,
47
—P Relation de transition selon r pour p
(relation de parenté de I’arbre SLD),
47
dom? Domaine d’arbre de ’arbre SLD pour
p selon 7, 47

Concaténation
(Xi)ier
arity(R)

Famille indexée par I
Arité de la clause R, 27
ATOM Ensemble des atomes

body(R) Corps de la clause R, 27

clausep(u) Clause dont le nom est u dans le
programme P (noté clause(u) quand P

est fixé), 28

en(P)

Ensemble des noms des clauses du
programme P, 28

cn(P,p) Ensemble des noms des clauses de
la définition de p dans P, 28

coind(®) Ensemble défini co-inductivement
par ®, 22

consistent  Relation de consistance du store
actif, 32

CONST Ensemble des contraintes basiques
du langage, 25

145

const(S,renog) Store associé au squelette S

et a la fonction de renommage renog,
36

def(S) Ensemble des nceuds définis du sque-
lette S, 35

domr Domaine d’arbre standard d’un arbre

orienté étiqueté T, 19

J;F  Quantification existentielle de F' sur les
variables de z, 25

JF  Cloture existentielle de F, 25

d_zF Cloture existentielle de F' sauf sur les
variables de Z, 25

d_,F Cloture existentielle de F' sauf sur les
variables libres de I’atome a, 25

FF(P) Ensemble d’échec fini du programme
P

FI(P) Partie “seulement si” du programme
P

glb Borne inférieur

graft(T, N, T")  Greffe de 'arbre T’ sur le
nceud N dans 'arbre T, 19

head(R) Téte de la clause R, 27
IF(P) Partie “si” du programme P
IFF(P) Partie “si et seulement si” du pro-

gramme P

ind(®) Ensemble défini inductivement par
3, 20

mfer
actives et des contraintes passives, 32

Fonction de détermination des contraintes
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laby  Fonction d’étiquetage d’un arbre orienté
étiqueté T, 19

lub  Borne supérieur

I[I. Ensemble des symboles de prédicat de
contrainte d’un programme, 24

II, Ensemble des symboles de prédicat de
programme d’un programme, 24

Ps(E) Ensemble des parties finies de l'en-
semble F, 40

pgpf (T')  Plus grand point fixe de 'opérateur
T, 22

pppf(T)  Plus petit point fixe de 'opérateur
T, 21

Rt  Cléture transitive de R

R* Cloture réflexive transitive de R ou en-
semble des suites finies d’éléments de R

R~! Relation réciproque de R

RC Critere de rejet du systeme, 39
RCp Critere de rejet défini par une inter-
prétation D, 39
RC7 Critere de rejet défini par une théo-
rie 7, 39
RC_4 Critere de rejet défini par un algo-
rithme de test de satisfaction A, 39

renog  Une fonction de renommage pour le
squelette S, 36

root((E,R)) Racine de 'arbre (E, R), 17

> Ensemble des symboles de fonction d’un
programme, 24

sq(p) Squelette de racine indéfini enraciné

par le symbole de prédicat de programme

P, 35

sq(u) Squelette enraciné par le nom de clause
u dont les fils de sa racine sont indéfinis,
35

NOTATIONS
SS(P) Ensemble succes du programme P
(succes positifs), 55

SSy(P)
P (succes négatifs), 55

Ensemble V-succés du programme

STORE Ensemble des stores du langage, 26
store(R)  Store de la clause R, 27

success(a)  Ensemble des réponses pour le
but < a, 50

T T « Puissance ordinal ascendante o de T’

T | a« Puissance ordinal descendante a de

T

undef (S) Ensemble des noeuds indéfinis du
squelette S, 35

V' Ensemble des variables d’un programmes,
24

var(E) Ensemble des variables libres de F,
24

w  Plus petit ordinal limite (> 0)

Z  Ensemble (en général fini) de variables
{x1,...,25...}



Index

arbre, 17
étiqueté, 18
bien fondé, 17
branche, 17
de preuve, 23
de preuve oo, 23
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compacité de la logique, 75
compact

opérateur, voir opérateur
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b-état, 107
échec, 43
complet, voir squelette
final, 43
initial, 43
succes, 43
état de calcul, voir état

fasl, 32

fait, 27

feuille, voir arbre

fils, vour arbre
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monotone, voir opérateur
mots, 134
préfixe, 134

nom de clause, voir clause
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atomne associé, 36
symbole de prédicat, 35

opérateur
compact, 21
itération ascendantes, 21
itération descendante, 22
monotone, 20

ordre (partiel strict,total), voir relation

partiellement correct, 87
pere, voir arbre
pré-interprétation, 58
prédicat, voir symbole

définition, 28
prémisses, voir regle
programme, 28

complété, 58
progressif, 33
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équitable, 46
sans co-routinage, 46
standard, 46
relation, 133
antisymétrique, 133
cloture, 134
d’équivalence, 133
classe, 134
d’ordre, 133
de couverture, voir relation de couverture
irréflexive, 133
parenté, voir arbre
réflexive, 133
symétrique, 133
transitive, 133
relation de couverture, 79
complete pour une pré-interprétation, 81
correcte pour une pré-interprétation, 81
relation de transition, 43
selon une regle de calcul
pour un prédicat, 47
renommage, 24
fonction de, 36
réponse, 40
calculée, 43
selon une regle de calcul, 45
négative, 31, 54
positive, 31, 40, 54
squelette, 40
store, 40
V-store, 54
V-réponse, 54
résolution, 42
présentation classique, 32
SLD, 43

selon une regle de calcul, 45

sémantique

négative, 31
opérationnelle, 31
positive, 31

satisfiable

formule, 72

SLD

arbre, 47
branche échec, 48
branche succes, 48
d’échec fini, 51
équitable, 48
sans co-routinage, 48
standard, 48

dérivation, voir dérivation

résolution, 43

solution, 60
squelette, 34

complet, 35

enraciné en, 35
greffe, 35

incomplet, 35

pour, 35

réponse, voir réponse
store associé, 37
store pur associé, 36

store, 26

associé a un squelette, 37
clause, voir clause
pur, 25

associé a un squelette, 36
réponse, 40

pour C'O A, 106

V, 54
satisfiable, 60
solution, 60

V-store réponse, 54
supporté, voir ensemble
symbole

de fonction, 24
de prédicat de contrainte, 24

de prédicat de programme, 24

associé a un noeud, 35

symptome, 87
d’incorrection partielle négatif, 115
d’incorrection partielle positive, 99

d’insuffisance, 124
minimal, 95
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négatif, 115

positif, 99, 103

pour une relation bien fondée, 95
systeme de transition, 43

téte, voir clause

théorie, 72
complete, 72
complete pour la satisfaction, 72
engendrée, 72

valuation, 59
solution, 60
variable, 24
existentielle, 27
renommage, voir renommage
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Approche, en termes de squelettes de preuve,
de la sémantique et du diagnostic déclaratif d’erreur
des programmes logiques avec contraintes

Résumé

Cette these propose une reformulation complete de la sémantique des programmes logiques avec
contraintes dans la lignée de la vision grammaticale de la programmation logique [P. Deransart et
J. Maluszynski 1993]. La sémantique généralise les sémantiques classiques [J. Jaffar et J-L. Lassez
1987] basées sur une interprétation ou une théorie pour la sémantique du langage des contraintes.
De plus, elle tient compte de I'incomplétude des solveurs de contraintes. Les résultats connus sont
retrouvés. Cette reformulation est particulierement bien adaptée pour étudier le diagnostic dé-
claratif d’erreur [E.Y. Shapiro 1982] des programmes logiques avec contraintes. Diverses notions
d’erreurs sont définies et des algorithmes de diagnostics sont proposés. Ils sont comparés avec
certaines techniques élaborées pour la programmation logique pure.

Mots Clés

Programmation logique avec contraintes, sémantique opérationnelle, sémantique déclarative, sque-
lettes, arbre SLD, définitions inductives, arbres de preuve, diagnostic déclaratif d’erreur, correction
partielle, débogage, validation.

Abstract

This thesis proposes a full reformulation of the Constraint Logic Program semantics following the
Grammatical View of Logic Programming [P. Deransart et J. Maluszynski 1993]. Our semantics
genralizes classical semantics [J. Jaffar et J-L. Lassez 1987] based on an interpretation or a theory
for the contraint language semantics. Moreover, it takes into account incompleteness of the contraint
solvers. Known results are revisited. This reformulation is particularly adapted to study Declarative
Error Diagnosis [E.Y. Shapiro 1982] of Constraint Logic Programs. Several notions of errors are
defined and diagnosis algorithms are proposed. They are compared with some technics developped
for pure Logic Programming.

Key Words

Constraint logic programming, operational semantics, declarative semantics, skeleton, SLD tree,
inductive definitions, proof trees, declarative error diagnosis, partial correctness, debugging, vali-
dation.
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