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Introduction

Géométrie euclidienne

Composante à part entière de la dynamique

Dépendance du positionnement initial

Localisation a une importance sémantique

Résultat est lui-même de nature géométrique
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Introduction

Organisation

Trois parties

Trois modèles � euclidiens � → J. D.-L.
modèles continus ou hybrides

Machine à signaux → J. D.-L.
modèle hybride

Auto-assemblage → F. B.
modèle discret
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Trois modèles � euclidiens �

Règle et compas

Contexte

Espace : R2

euclidien de dimension 2

Point

P

Droite

P1

P2

Cercle

P3

P4 P5

r

r

Variables et automate
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Construire et calculer dans un monde 2D

Trois modèles � euclidiens �

Règle et compas

Dynamique : programme / automate (1/2)

Opérations de création

cercle à partir de trois points

droite à partir de deux points E

point comme intersection de deux droite E

point comme intersection de deux cercles E N

di�érent d'un point E

point comme intersection d'un cercle et d'une droite E N
di�érent d'un point E

E Erreur possible

N Non déterminisme
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Construire et calculer dans un monde 2D

Trois modèles � euclidiens �

Règle et compas

Dynamique : programme / automate (2/2)

Autres opérations

branchement Si point dans un ensemble (constante unique)
alors aller à telle ou telle ligne

sortie Écrire point ou ligne ou cercle

terminaison Fini

Calcul réussi

aucune branche Erreur
toutes les branches

se �nissent par Fini
ont la même sortie ( résultat)
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Trois modèles � euclidiens �

Règle et compas

Exemple : calcul du milieu (points distincts)

Détecter les points confondus ?

test avec un singleton

1: c1←Cercle ( centre A, rayon d(A,B) )
2: c2←Cercle ( centre B, rayon d(A,B) )
3: p1← Intersection ( c1, c2 )
4: p2← Intersection ( c1, c2 ) di�érente p1
5: d1←Droite ( p1, p2 )
6: d2←Droite ( A, B )
7: p3← Intersection ( d1, d2 )
8: Écrire p3
9: Fini

Deux branches
succès
même sortie

A B

c1

c2

p1

p2

d1

d2

p3

A B

c1

c2

p1

p2

d1

d2

p3
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Construire et calculer dans un monde 2D

Trois modèles � euclidiens �

Règle et compas

Exercice : doubler vecteur (non nul). . .

Problème

Données A et B deux points distincts

Résultat E tel que ~AE = 2 ~AB

2: d←Droite ( A, B )
3: c←Cercle ( centre B, rayon d(A,B) )
4: E← Intersection ( c, d ) di�érente A
5: Écrire E
6: Fini

E

A

B

d1

c
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Trois modèles � euclidiens �

Règle et compas

Exercice : parallèle en un point

Problème

Données A, B et C trois points distincts

Résultat d tel que AB est parallèle à d et C appartient à d

4: M← MILIEU ( B, C )
5: E← DOUBLE_VECTEUR (A, M )
6: d←Droite ( C, E )
7: Écrire d
8: Fini

E

M

A
B

C

d
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Construire et calculer dans un monde 2D

Trois modèles � euclidiens �

Règle et compas

Calculer avec O, I, J et E={O}

Tout ce qui est exprimable avec des coordonnées fonctions des :

coordonnées de départ et entiers
addition, soustraction, multiplication et division

Coordonnées

O I

J

M

(
x

y

)

Mx

(
x

0

)
My

(
0
y

)
Addition, multiplication, division

O a ba+b
2

a + b

O I

J

a

a

b ab
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Trois modèles � euclidiens �

Automates de Mondrian

Aspect spatial / statique

Chaque position

un état
 une couleur

Nombre �ni de
couleurs

Uniformité

Mêmes règles
partout

Même couleur
⇒ même voisinage

(a) Espace coloré (b) Contraintes locales
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Aspect temporel / dynamique

Vitesse limite (c)

propagation de
l'information

Cône espace temps

dépendance
in�uence

Uniformité (cônes passés)

Mêmes bases de cône
⇒ hauts de cône identiques

Réversibilité
De même à
rebrousse-temps

t−∆

t

t+∆

x

y

time

∆c

∆c
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condition que la couleur d’un point est totalement déterminée par ce qui se
trouve à n’importe quelle date antérieure dans le cône passé (limité par la
vitesse de la lumière). Un cône correspondant à un point est représenté sur
la Fig. 4.3a, avec en bas le passé, et en haut le futur. La Figure 4.3b montre
deux portions d’espace (à des temps différents) où l’on trouve la même
coloration. Les deux cônes basés sur ces portions et limités par la vitesse de
la lumière sont donc identiques.

t−∆

t

t+∆

x

y

time

∆c

∆c

(a) Cônes passé et futur

x

y

time

t−∆

t

t′−∆

t′

(b) Causalité

FIGURE 4.3 – Cônes et causalité.

Pour que le système soit réversible, la même contrainte est imposée
mais en renversant le temps. Cela correspond à renverser les cônes (c’est-à-
dire pointant vers le passé et non le futur) sur la Fig. 4.3b.

Les contraintes temporelles s’expriment aussi à l’échelle des polyèdres.
Il est possible de raisonner en terme d’intersections et de collisions (ce qui
est développé dans la partie sur les machines à signaux). À ce niveau, une
machine de Turing se simule sans difficultés avec des positions rationnelles.

4.2.3 Dérivée constante par région

Dans ce modèle, Piecewise Constant Derivative, introduit par Asarin et
Maler [3], l’espace est partitionné en un nombre fini de régions polyèdrales.
Sur chaque région, une vitesse constante est définie. Sur la Fig. 4.4, les
partitions sont en traits épais et les vitesses sont représentées par des
flèches.

Partant d’un point, une trajectoire respecte la vitesse. Si un bord est
atteint, la trajectoire se prolonge sur la région adjacente en suivant la nou-
velle vitesse. Sur la Fig. 4.4, deux trajectoires sont indiquées. Elles partent
de la gauche. La trajectoire représentée en tirets change deux fois de région
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Calculer (au sens de Turing)

Machine de Turing

^

qf
b b a b #

^

qf
b b a b #

^

qf
b b a b #

^

qf
b b a b #

^

q2
b b a # #

^

q1
b b # # #

^

q1
b a # # #

^

q1
a a # # #

^

qi
a b # # #

^

qi
a b # # #

^

qi
a b # # #

Simulation

^

^

^

a

a

b

b

b

a

b

b

#

a

a

b

−→qi

−→qi

−→qi

←−q1

−→q1

−→q1

−→q2←−
#

−→
#

←−qf

←−
#

−→
#

←−qf

←−
#

−→
# −→

#

#
←−qf

←−qf

←−qf

18 / 50



Construire et calculer dans un monde 2D

Trois modèles � euclidiens �

PCD

1 Introduction

2 Trois modèles � euclidiens �
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Calculer (au sens de Turing) en dimension 4

Codage d'une con�guration de MT

ruban (mg , s,md ) : g = (0.mg )|Σ| et d = (0.smd )|Σ|

état : hauteur / niveau

Primitives pour Σ = {0, 1}

Aiguillage sur lettre

.m

s=1

.m

s=0

.sm

Empiler 1

.1m

.m

Dimension 3

gestion conjointe de mg

Dimension 4

aiguillage entre les
niveaux
fusion des chemins de
dimension 2
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PCD

Monter la hiérarchie arithmétique

Hiérarchie ?
Σ0 : problèmes dé�nissables par φ(x1, x2, ..., xn) avec φ prédicat
récursif
Σd : problèmes dé�nissables par ∃x1∀x2∃x3 . . . φ(x1, x2, ..., xn) avec
d quanti�cateurs alternants

Utilisation de l'e�et Zénon

Figure 9: Realizing a fusion between several paths in dimension d + 1. If the paths have dimension d they
can not be merged. Nevertheless, if they have dimension d − 1 they can be merged.

5 Computability in finite continuous time

5.1 Lower bounds

It was shown in [2] that every set of the arithmetical hierarchy can be recognized in finite continuous
time: more precisely, it is shown that L ∈ Σk ∪ Πk can be recognized by a PCD system of dimension
5k + 1: see figure 10 for the general idea of the “Zeno construction”. Therefore, five dimensions are used

y=0

y=1

d+1
in ROriginal System

in R d

Homogenization

Figure 10: The general principle of the Zeno construction: assume that PCD system H = (Rd, f) semi-
recognizes L in finite continuous time. A pyramid H′ is constructed in dimension d + 1 from the original
system H in dimension d: in H′, when the variables are divided by two, the simulation of H by H′ goes
two times faster. The original system H is simulated by H′ during time 1 at speed 1, time 1/2 at speed 2,
etc... If H accepts, H′ is made such that the process stops and such that H′ accepts. If H never accepts,
the trajectory converges in finite continuous time to (0, . . . , 0) which is taken as the point of rejection of H′.
Thus, L is now fully recognized by H′. See lemma 5.1 for the full details.

in [2] to climb each level of the arithmetical hierarchy: one for a timer, one used for the divisions by 2,
one used to do the homogenization, and two dimensions used to go from quantifier elimination to semi-
recognition. We show here that only one dimension is needed (the one used to do the homogenization),
and that the construction only requires purely rational PCD systems. The proof is rather technical but
is detailed up to the end of this subsection.

12
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,
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9
9
9
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g
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)

d + 2 dimensions pour décider Σd
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Introduction et dé�nition

Automates cellulaire : utilisation de signaux

Synchronisation d'une ligne de fusiliers (Goto, 1966)

Automates cellulaires : c.f. voir EJC IM 2014
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AC : Analyse en terme de signaux

Das et al. (1995)

in a chromosome. This de�nes one generation of the GA; it is repeated G times for one GA run.FI(�) is a random variable since its value depends on the particular set of I ICs selected toevaluate �. Thus, a CA's �tness varies stochastically from generation to generation. For thisreason, we choose a new set of ICs at each generationFor our experiments we set P = 100, E = 20; I = 100, m = 2; and G = 50. M was chosenfrom a Poisson distribution with mean 320 (slightly greater than 2N). Varying M preventsselecting CAs that are adapted to a particular M . A justi�cation of these parameter settings isgiven in [9].We performed a total of 65 GA runs. Since F100(�) is only a rough estimate of performance,we more stringently measured the quality of the GA's solutions by calculating PN104(�) withN 2 f149; 599; 999g for the best CAs in the �nal generation of each run. In 20% of the runsthe GA discovered successful CAs (PN104 = 1:0). More detailed analysis of these successful CAsshowed that although they were distinct in detail, they used similar strategies for performing thesynchronization task. Interestingly, when the GA was restricted to evolve CAs with r = 1 andr = 2, all the evolved CAs had PN104 � 0 for N 2 f149; 599; 999g. (Better performing CAs withr = 2 can be designed by hand.) Thus r = 3 appears to be the minimal radius for which the GAcan successfully solve this problem.
β γ

δ
ν

β γ

(a) Space-time diagram. (b) Filtered space-time diagram.
Site0 74Site0 74

0

74

T
im

e

α

γ
δ

µ

Figure 1: (a) Space-time diagram of �sync starting with a random initial condition. (b) The same space-time diagram after �ltering with a spatial transducer that maps all domains to white and all defects toblack. Greek letters label particles described in the text.Figure 1a gives a space-time diagram for one of the GA-discovered CAs with 100% perfor-mance, here called �sync. This diagram plots 75 successive con�gurations on a lattice of sizeN = 75 (with time going down the page) starting from a randomly chosen IC, with 1-sites col-ored black and 0-sites colored white. In this example, global synchronization occurs at time step58. How are we to understand the strategy employed by �sync to reach global synchronization?Notice that, under the GA, while crossover and mutation act on the local mappings comprising a4
26 / 50



Construire et calculer dans un monde 2D

Machines à signaux

Introduction et dé�nition

AC : Conception avec des signaux

Fischer (1965)
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Signaux
T
im

e
(N

)

Space (Z)

T
im

e
(R

+
)

Space (R)

Signal (meta-signal)

Collision (règle)
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Vocabulaire et exemple : trouver le milieu

M M

Meta-signaux (vitesse)

M (0)

div (3)
hi (1)
lo (3)

back (-3)

Règles de collision

{ div, M }→ { M, hi, lo }
{ lo, M }→ { back, M }

{ hi, back }→ { M }
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div M
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M
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Autre exemple

Nom Vitesse

µ1 1
µ2 −1/2
µ3 3
µ4 0

{µ1, µ2 } → {µ2, µ1, µ3 }
{µ3, µ4 } → {µ2 }
{µ4, µ2 } → {µ2, µ4 } Espace

R

T
em

p
s

R+

µ1

µ1

µ1

µ2

µ2

µ2

µ2

µ2

µ3

µ3

µ4

µ4

µ4
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Implantation d'une pile

Nom Vitesse

Aj, Enl 1/3

A, E 1

U, M 0
−→
R 3
←−
R −3

{Aj,M } → {M,A,
−→
R }

{
−→
R ,M } → {

←−
R ,M }

{A,
←−
R } → {U }

{
−→
R ,U } → {

←−
R ,U }

{Enl,M } → {M,E }
{E,U } → {} Espace

R

T
em

p
s

R+

Enl

M

M

M

M

M

M

Aj

AAj

A

E

−→
R

←−
R

−→
R

←−
R

U

UU

Comment modi�er la con�guration initiale
pour enlever l'autre signal U ?
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Implantation d'une pile

Nom Vitesse

Aj, Enl 1/3

A, E 1

U, M 0
−→
R 3
←−
R −3

{Aj,M } → {M,A,
−→
R }

{
−→
R ,M } → {

←−
R ,M }

{A,
←−
R } → {U }

{
−→
R ,U } → {

←−
R ,U }

{Enl,M } → {M,E }
{E,U } → {} Espace

R

T
em

p
s

R+

Enl

M

M

M

M

M

M

Aj

AAj

A

E

−→
R

←−
R

−→
R

←−
R

U

UU

Quelle règle ajouter
pour qu'aucun signal Enl ne continue à droite en l'absence de U ?
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Dynamique complexe
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Calculer (au sens de Turing)

Machine de Turing

^

qf
b b a b #

^

qf
b b a b #

^

qf
b b a b #

^

qf
b b a b #

^

q2
b b a # #

^

q1
b b # # #

^

q1
b a # # #

^

q1
a a # # #

^

qi
a b # # #

^

qi
a b # # #

^

qi
a b # # #

Simulation

^

^

^

a

a

b

b

b

a

b

b

#

a

a

b

−→qi

−→qi

−→qi

←−q1

−→q1

−→q1

−→q2←−
#

−→
#

←−qf

←−
#

−→
#

←−qf

←−
#

−→
# −→

#

#
←−qf

←−qf

←−qf
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Calculer (au sens de Turing)

Simulation

^

^

^

a

a

b

b

b

a

b

b

#

a

a

b

−→qi

−→qi

−→qi

←−q1

−→q1

−→q1

−→q2←−
#

−→
#

←−qf

←−
#

−→
#

←−qf

←−
#

−→
# −→

#

#
←−qf

←−qf

←−qf
Machines rationnelle

vitesses ∈ Q
positions initiales ∈ Q
⇒ coordonnée des collisions ∈ Q
implantable exactement

Indécidabilité
nombre �ni de collisions
apparition d'un méta-signal
utilisation d'une règle
disparition des signaux
participation d'un signal à une collision
extension sur le coté...
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Calculer (au sens de Turing)

Simulation

^

^

^

a

a

b

b

b

a

b

b

#

a

a

b

−→qi

−→qi

−→qi

←−q1

−→q1

−→q1

−→q2
←−
#

−→
#

←−qf

←−
#

−→
#

←−qf

←−
#

−→
# −→

#

#

←−qf

←−qf

←−qf

Exercice
Une nouvelle cellule est toujours ajoutée
à la même distance entre les cellules.

Les signaux correspondant à la tête sont
de vitesses 1 et −1.

Sachant que
−→
# est de vitesse 1 et que

les vitesses des autres signaux sont de
même valeur absolue, que valent les
vitesses de

←−
# et

−→
# ?

Reconnaître une construction à
rebrousse-temps pour véri�er le résultat.
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Calculer (au sens de Turing)

Simulation

^

^

^

a

a

b

b

b

a

b

b

#

a

a

b

−→qi

−→qi

−→qi

←−q1

−→q1

−→q1

−→q2
←−
#

−→
#

←−qf

←−
#

−→
#

←−qf

←−
#

−→
# −→

#

#

←−qf

←−qf

←−qf

Exercice
Comment changer les vitesses de
manière à ce que la distance soit à
chaque fois la moitié de la distance
précédente ?

Le ruban n'occupe alors qu'une partie
bornée de l'espace.
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tion produit la même chose, toutes proportions gardées. En particulier, la
division de toutes les distances par deux divise toutes les durées par deux.

Il est possible de changer d’échelle de manière dynamique : le système
est arrêté puis contracté et enfin redémarré comme représenté sur la Fig. 4.8.
À gauche se trouve la structure avec les noms des méta-signaux ; au centre
les pointillés et lignes représentent le diagramme espace-temps actif, gelé et
dévié puis actif de nouveau. À droite, se trouve un exemple : un diagramme
témoin (Fig. 4.8c) et avec une contraction (Fig. 4.8d).
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(a) Structure (b) Modification (c) Témoin (d) Contracté

FIGURE 4.8 – Étape de contraction.

Pour arrêter, un signal, −→rap, traverse la configuration et remplace
chaque signal qu’il rencontre par un signal de vitesse nulle mémorisant
le méta-signal associé. Le système est donc gelé suivant une oblique de
l’espace-temps (la trace de −→rap) sous forme de signaux parallèles. Comme
ils sont parallèles, il n’y a pas de collisions et les distances (relatives) entre
les signaux sont préservées. Le dégel se fait en utilisant un signal (−→rap ici)
de même vitesse que le gelant.

Le changement d’échelle se fait en changeant la direction des signaux
(parallèles). Le théorème de Thalès montre que les proportions sont conser-
vées. Le signal dégelant est deux fois plus court ; toutes les distances ont
été divisées par deux.

Sur du continu, il n’y a pas de limite au changement d’échelle. Pour
que le processus se répète de lui-même, il suffit de renvoyer un signal sur
la gauche qui redémarre le processus (red sur la Fig. 4.9a).

À chaque réveil, le calcul originel enchâssé avance de la même durée
relative : à chaque fois, la durée est divisée par deux mais l’échelle l’est
également, tout est deux fois plus rapide. Donc dans cet espace-temps fini,
tout le diagramme espace-temps originel est enchâssé.

Avec la simulation d’une machine de Turing (en espace borné, voir
exercice 4.3.4) dans l’enchâssement, si le calcul de la machine s’arrête, alors
c’est en temps fini. Avec quelques modifications, il est possible, en cas
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bord
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FIGURE 4.9 – Contraction itérée.

d’arrêt de faire sortir un signal sur le coté de la contraction itérée.
En dehors de la structure, un calcul peut recevoir ce signal témoin de

l’arrêt de la machine. S’il le reçoit, cela est forcément à une date bornée.
Cette date limite peut être indiquée par une collision avec un signal de fin
d’attente convenablement situé. Donc s’il n’y a pas d’arrêt, la fin d’attente
est reçue. Mais s’il y a arrêt, le témoin est reçu avant. À l’extérieur, l’arrêt
est décidé. Le modèle est capable d’hyper-calcul en utilisant un effet Zénon.
Les premières constructions de ce type datent des premiers travaux dans le
domaine [21, 22].

Le principe général implanté ici est d’avoir deux échelles de temps
différentes : une infiniment accélérée qui fait le calcul dont l’arrêt est à
décider et une autre qui attend un témoin de cet arrêt. Le second possède
en plus un moyen de borner le temps de réponse. Ceci correspond au modèle
du trou noir (voir les travaux de Hogarth [33] et de Németi et ses collègues
[2, 31]). L’accumulation en haut de la Fig. 4.9c sert de trou noir.

Il est également possible de déformer un diagramme espace-temps en
lui faisant subir des déviations plus complexes (par exemple : augmentation
des vitesses par une valeur unique). Il est toujours possible de passer d’une
déformation à une autre de manière dynamique tout en préservant le calcul :
les collisions avec leurs liens de causalité se retrouvent. Il est ainsi possible
de rétrécir un calcul sans pour autant le geler [29] (tout en restant réversible
et conservatif).

4.3.4 Construction et utilisation de fractales

Beaucoup de fractales se construisent naturellement avec des machines
à signaux. Par exemple, quatre méta-signaux suffisent pour construire
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Repliement de l'espace
tout calcul partant d'une con�guration �nie
peut être replié dans un espace �ni
une partie non bornée de l'espace-temps est
� en bijection� avec une partie bornée

Deux échelles de temps
temps continu : durée �nie
temps discret (les collisions) : in�nité d'instants

Modèle du trou noir : décider de la Halte (et plus)
enchâssement d'un calcul (Turing), tout résultat sort librement
à l'extérieur, on attend tranquillement le résultat
au bout d'un temps borné et connu,
on a reçu un signal de �n ou il n'y en a pas eu !
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Génération de fractales

Comment limiter une fractale ?

série de méta-signaux qui servent de compteur unaire
(machine ad hoc).

propagation d'un ordre disant de produire un niveau de plus.
Pour dix niveaux, donner dix fois l'ordre (machine générique).
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Satisfaction de formules booléennes quanti�ées

QSAT

∃x1∀x2∀x3x1 ∧ (¬x2 ∨ x3)

Duchier et al. (2011)

une formule QSAT
 une machine à signaux
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Création de l'arbre de tous les cas

−−−→
startlo w

−→m0

←−a
w

←−a −→a
w

−→a
←−m1

−→m1

←−a
w

←−a −→a

x1

←−a −→a
w

←−m2
−→m2

←−m2
−→m2

x2 x2

w bl x3
br x2 bl x3

br x1 bl x3
br x2 bl x3

br w
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Propagation dans l'arbre
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Duplication du faisceau

−→m0

←−a−→
xl1

−→
xrlc2

−→
¬rl

−→
xrr3
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−→∧

−−→
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←−−
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−−→
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−−−−→
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Évaluation de la formule

∧

x1 ∨

¬

x2

x3

cas :

x1 vrai

x2 faux

x3 vrai
−→m3
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tl
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←−
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¬rl

←−
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−→
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br
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trr
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T
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Agrégation du résultat

−→a ←−a

w
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L∃
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R∀

←−
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L∀

←−
Fail

−→
Fail

L∃

←−
Fail

w

←−
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w
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Complexité

durée constante

profondeur de collisions quadratique

largeur de collisions exponentielle

Machine générique pour QSAT (Duchier et al., 2012)

formule codée uniquement dans la con�guration initiale

durée constante

profondeur de collisions cubique

largeur de collisions exponentielle
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Calculer avec des nombres réels manipulés tels quels

Addition (valeur ≈ distance)

base

base

base

base

val

val

val

val

haut

co
té

co
té

bas1

bas0

ajo
ut

�n

15 −8

7

Caractérisation hors accumulation : lin-BSS
addition, soustraction
multiplication par une constante
test de signe, branchement. . .
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