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Construire et calculer dans un monde 2D

© Introduction

© Trois modéles « euclidiens »
@ Régle et compas (Huckenbeck, 1989, 1991)
@ Automates de Mondrian (Jacopini and Sontacchi, 1990)
@ Dérivée constante par région (Asarin et al., 1995; Bournez,
1999)

© Machines a signaux
@ Introduction et définition
o Malléabilité de I'espace-temps
o Construction et utilisation de fractales
o Calcul analogique
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Introduction

© Introduction
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Construire et calculer dans un monde 2D

Introduction

Géomeétrie euclidienne

Composante a part entiére de la dynamique J
Dépendance du positionnement initial J
Localisation a une importance sémantique J
Résultat est lui-méme de nature géométrique J
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Construire et calculer dans un monde 2D

Introduction

Organisation

@ Trois modéles « euclidiens » — J. D.-L.
modéles continus ou hybrides

e Machine a signaux — J. D.-L.
modele hybride

@ Auto-assemblage — F. B.
modéle discret
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Trois modéles « euclidiens »

© Trois modéles « euclidiens »
@ Régle et compas (Huckenbeck, 1989, 1991)
@ Automates de Mondrian (Jacopini and Sontacchi, 1990)
@ Dérivée constante par région (Asarin et al., 1995; Bournez,
1999)
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

© Trois modéles « euclidiens »
@ Régle et compas (Huckenbeck, 1989, 1991)
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Contexte

@ euclidien de dimension 2

P2

o Variables et automate )
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Dynamique : programme / automate (1/2)

Opérations de création

@ cercle & partir de trois points
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Dynamique : programme / automate (1/2)

Opérations de création

@ cercle & partir de trois points

@ droite a partir de deux points
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Dynamique : programme / automate (1/2)

Opérations de création

@ cercle & partir de trois points

@ droite a partir de deux points

@ point comme intersection de deux droite
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Dynamique : programme / automate (1/2)

Opérations de création

@ cercle a partir de trois points

@ droite a partir de deux points

@ point comme intersection de deux droite
°

point comme intersection de deux cercles E N

N Non déterminisme
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Dynamique : programme / automate (1/2)

Opérations de création

@ cercle a partir de trois points

@ droite a partir de deux points

@ point comme intersection de deux droite

@ point comme intersection de deux cercles E N
différent d’un point

N Non déterminisme
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Dynamique : programme / automate (1/2)

Opérations de création

cercle & partir de trois points
droite a partir de deux points
point comme intersection de deux droite

point comme intersection de deux cercles E N
différent d’un point

point comme intersection d’un cercle et d’une droite
différent d'un point

Non déterminisme

N

9/50
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Dynamique : programme / automate (2/2)

Autres opérations

branchement Si point dans un ensemble (constante unique)
alors aller a telle ou telle ligne

sortie Ecrire point ou ligne ou cercle

terminaison Fini )

Calcul réussi

@ aucune branche Erreur

@ toutes les branches

o se finissent par Fini
o ont la méme sortie (~ résultat)

A\
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exemple : calcul du milieu (points distincts)

Détecter les points confondus ?

@ test avec un singleton

cy ¢ Cercle ( centre A, rayon d(A,B) ) A B

1:
2
3
4:
5:
6.
7
8
9
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exemple : calcul du milieu (points distincts)

Détecter les points confondus ?

@ test avec un singleton

1: ¢4 Cercle ( centre A, rayon d(A,B) ) o B
2: cp< Cercle ( centre B, rayon d(A,B) )
3:

© e F e O
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Construire et calculer dans un monde 2D
Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exemple : calcul du milieu (points distincts)

Détecter les points confondus ?

@ test avec un singleton

2

1: ¢4 Cercle ( centre A, rayon d(A,B) )
2: cp< Cercle ( centre B, rayon d(A,B) )
3: p14 Intersection ( ¢1, ¢2 )

C1

© e F e O
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exemple : calcul du milieu (points distincts)

Détecter les points confondus ?

@@ FeG W

@ test avec un singleton

: c14— Cercle ( centre A, rayon d(A,B) )
: cp¢+— Cercle ( centre B, rayon d(A,B) )
: p1¢— Intersection ( ¢, ¢2 )

. p2¢— Intersection ( ci1, cp ) différente py

2

C1

C2

a
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exemple : calcul du milieu (points distincts)

Détecter les points confondus ?

@ test avec un singleton

: c14— Cercle ( centre A, rayon d(A,B) )
: cp¢+— Cercle ( centre B, rayon d(A,B) )
: p1¢— Intersection ( ¢, ¢2 )

. p2¢— Intersection ( ci1, cp ) différente py
: di< Droite ( P1, P2 )

2

C1

C2

a
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Construire et calculer dans un monde 2D
Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exemple : calcul du milieu (points distincts)

Détecter les points confondus ?

@ test avec un singleton

2

: c14— Cercle ( centre A, rayon d(A,B) )
: cp¢+— Cercle ( centre B, rayon d(A,B) )
: p1¢— Intersection ( ¢, ¢2 )

. p2¢— Intersection ( ci1, cp ) différente py
: di< Droite ( P1, P2 )

: da<— Droite ( A, B)

C1

©O~NDUO A WN R

C2

a
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exemple : calcul du milieu (points distincts)

Détecter les points confondus ?

@ test avec un singleton

: c14— Cercle ( centre A, rayon d(A,B) )
: cp¢+— Cercle ( centre B, rayon d(A,B) )
: p1¢— Intersection ( ¢, ¢2 )

. p2¢— Intersection ( ci1, cp ) différente py
: di< Droite ( P1, P2 )

: da<— Droite ( A, B)

: p3¢ Intersection ( di, d )

©O~NDUO A WN R
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Construire et calculer dans un monde 2D

Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exemple : calcul du milieu (points distincts)

Détecter les points confondus ?

@ test avec un singleton

: c14— Cercle ( centre A, rayon d(A,B) )
: cp¢+— Cercle ( centre B, rayon d(A,B) )
: p1¢— Intersection ( ¢, ¢2 )

. p2¢— Intersection ( ci1, cp ) différente py
: di< Droite ( P1, P2 )

: da<— Droite ( A, B)

: p3¢ Intersection ( di, d )

- Ecrire p3

© 00 ~NO OGP wWwN
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exemple : calcul du milieu (points distincts)

Détecter les points confondus ?

@ test avec un singleton

1: ¢4 Cercle ( centre A, rayon d(A,B) )
2: cp« Cercle ( centre B, rayon d(A,B) )
3: p14 Intersection ( ¢1, ¢2 )

4: pa<— Intersection ( c1, cp ) différente pg
5: d; < Droite ( pP1, P2 )

6: do<— Droite ( A, B))

7: p3< Intersection ( dy, d2 )

8: Ecrire p3

9: Fini

11/50
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exemple : calcul du milieu (points distincts)

Détecter les points confondus ?

@ test avec un singleton

1: ¢4 Cercle ( centre A, rayon d(A,B) )
2: cp« Cercle ( centre B, rayon d(A,B) )
3: p14 Intersection ( ¢1, ¢2 )
4: pa<— Intersection ( c1, cp ) différente pg
5: d; < Droite ( pP1, P2 )
6: do<— Droite ( A, B))
7: p3< Intersection ( dy, d2 )
8: Ecrire p3
9: Fini

.

@ succes

@ méme sortie

11/50
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exercice : doubler vecteur (non nul). ..

Probleme
Données A et B deux points distincts
Resultat E tel que AE = 2AB
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exercice : doubler vecteur (non nul). ..

Probléme

Données A et B deux points distincts
Resultat E tel que AE = 2AB

di
d< Droite ( A, B)

2:
3:
4:
5.
6




Construire et calculer dans un monde 2D
Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exercice : doubler vecteur (non nul). ..

Probleme
Données A et B deux points distincts
Resultat E tel que AE = 2AB

dy
2: d« Droite ( A, B)
3: ¢+ Cercle ( centre B, rayon d(A,B) )
4: c

5:
6:
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exercice : doubler vecteur (non nul). ..

Probleme
Données A et B deux points distincts
Resultat E tel que AE = 2AB

dy
: d< Droite (A, B)
c« Cercle ( centre B, rayon d(A,B) )
: E< Intersection ( ¢, d ) différente A ¢

SNOINENCON =




Construire et calculer dans un monde 2D
Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exercice : doubler vecteur (non nul). ..

Probleme
Données A et B deux points distincts
Resultat E tel que AE = 2AB

d1
: d< Droite (A, B)
c« Cercle ( centre B, rayon d(A,B) )
: E< Intersection ( ¢, d ) différente A ¢
: Ecrire E

oA WN




Construire et calculer dans un monde 2D
Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exercice : doubler vecteur (non nul). ..

Probleme
Données A et B deux points distincts
Resultat E tel que AE = 2AB

d1
: d< Droite (A, B)
: ¢« Cercle ( centre B, rayon d(A,B) )
: E< Intersection ( ¢, d ) différente A ¢
: Ecrire E
: Fini A

S OB WN
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exercice : paralléle en un point

Probléme

Données A, B et C trois points distincts
Résultat d tel que AB est paralléle a d et C appartient a d
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exercice : paralléle en un point

Probléme

Données A, B et C trois points distincts
Résultat d tel que AB est paralléle a d et C appartient a d

E d
C, E
B
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Construire et calculer dans un monde 2D
Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exercice : paralléle en un point

Probléme

Données A, B et C trois points distincts
Résultat d tel que AB est paralléle a d et C appartient a d

E d
C P — e
W
B
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Construire et calculer dans un monde 2D
Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exercice : paralléle en un point

Probléme

Données A, B et C trois points distincts
Résultat d tel que AB est paralléle a d et C appartient a d

d
4: M« MILIEU ( B, C) C o
6: |
7.
| B
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Construire et calculer dans un monde 2D
Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exercice : paralléle en un point

Probléme

Données A, B et C trois points distincts
Résultat d tel que AB est paralléle a d et C appartient a d

d
4: M« MILIEU ( B, C) C B
5: E <+ DOUBLE_VECTEUR (A, M) 'M

EICH
o

o ~
X\
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exercice : paralléle en un point

Probléme

Données A, B et C trois points distincts
Résultat d tel que AB est paralléle a d et C appartient a d

4: M« MILIEU ( B, C) C
. E + DOUBLE_VECTEUR (A, M ) "

: d< Droite ( C, E) .

0 ~N O O
&\
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exercice : paralléle en un point

Probléme

Données A, B et C trois points distincts
Résultat d tel que AB est paralléle a d et C appartient a d

d
4: M« MILIEU ( B, C) c
5. E<« DOUBLE_VECTEUR (A, M ) M
6: d <« Droite ( C, E) .
7: Ecrire d 7"/’”.”’//,,,,///"””///’
8: A B
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Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Exercice : paralléle en un point

0 ~N O O b

Probléme

Données A, B et C trois points distincts
Résultat d tel que AB est paralléle a d et C appartient a d

: M« MILIEU ( B, C) C
. E + DOUBLE_VECTEUR (A, M ) "

: d< Droite ( C, E) .

: Ecrire d /
: Fini B
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Construire et calculer dans un monde 2D

Trois modéles « euclidiens »

Régle et compas

Calculer avec O, I, J et E={O}

Tout ce qui est exprimable avec des coordonnées fonctions des :

@ coordonnées de départ et entiers
@ addition, soustraction, multiplication et division

- Addition, multiplication, division
0

M
(y)

ab

14 /50
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Trois modéles « euclidiens »

Automates de Mondrian

© Trois modéles « euclidiens »

@ Automates de Mondrian (Jacopini and Sontacchi, 1990)
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Trois modéles « euclidiens »

Automates de Mondrian

Aspect spatial / statique

@ un état
~~ une couleur

@ Nombre fini de
couleurs

@ Mémes régles
partout

(a) Espace coloré (b) Contraintes locales

@ Méme couleur
= méme voisinage
»

16 /50



Construire et calculer dans un monde 2D

Trois modéles « euclidiens »

Automates de Mondrian

Aspect temporel / dynamique

Vitesse limite (c)
@ propagation de
I'information

Cone espace temps
@ dépendance

@ influence t+A

time

!\ /!
J \

17 /50
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Trois modéles « euclidiens »

Automates de Mondrian

Aspect temporel / dynamique

Vitesse limite (c)
@ propagation de
I'information

Cone espace temps

@ dépendance
@ influence

A\

A\

Uniformité (cones passés)
@ Mémes bases de cone
= hauts de cone identiques

17 /50
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Trois modéles « euclidiens »

Automates de Mondrian

Aspect temporel / dynamique

Vitesse limite (c)
@ propagation de
I'information

<

Cone espace temps

@ dépendance
@ influence

<

Uniformité (cones passés)

@ Mémes bases de coéne
= hauts de cone identiques
v

Réversibilité
@ De méme a
rebrousse-temps

\

17 /50
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Trois modéles « euclidiens »

Automates de Mondrian

Calculer (au sens de Turing)

Machine de Turing

CTolblals[#] %\ .
: N

r|

a2

qu
[CTblol##[#]

qi

qi
[Clalal#]#[#]

qi

{

qi

qi

&l

18 /50
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Trois modéles « euclidiens »

PCD

© Trois modéles « euclidiens »

@ Dérivée constante par région (Asarin et al., 1995; Bournez,
1999)

19 /50
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Trois modéles « euclidiens »

PCD

Systéme dynamique hybride

Découpage de I'espace

@ régions polyédrales

20/50
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PCD

Systéme dynamique hybride

Découpage de I'espace

@ régions polyédrales

Chaque région \
@ dérivée constante /
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Trois modéles « euclidiens »

PCD

Systéme dynamique hybride

Découpage de I'espace

@ régions polyédrales

Chaque région

@ dérivée constante

Dynamique

@ part d'un point et
suit la dérivée
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Trois modéles « euclidiens »

PCD

Systéme dynamique hybride

Découpage de I'espace

@ régions polyédrales

Chaque région

@ dérivée constante

Dynamique

@ part d'un point et
suit la dérivée

Accumulation

@ effet Zénon /

20 /50
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Trois modéles « euclidiens »

PCD

Calculer (au sens de Turing) en dimension 4

Codage d'une configuration de MT
o ruban (mg,s,mq) : g = (0.mg)|5| et d = (0.smyq) 5

@ état : hauteur / niveau

Primitives pour ¥ = {0,1} )
@ gestion conjointe de m,

Aiguillage sur lettre

im Dimension 4
@ aiguillage entre les
niveaux
@ fusion des chemins de
dimension 2

21/50
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Trois modéles « euclidiens »

PCD

Monter la hiérarchie arithmétique

Hiérarchie ?
@ Y, : problémes définissables par ¢(x1, X, ..., ;) avec ¢ prédicat
récursif
@ Y, : problémes définissables par 3x;Vxo3x3 . .. ¢(x1, X2, .., X;) avec
d quantificateurs alternants

Utilisation de |'effet Zénon

(Bournez, 1999, fig. 10 p.12)

y=0

d + 2 dimensions pour décider ¥4
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Machines a signaux

© Machines a signaux
@ Introduction et définition
o Malléabilité de I'espace-temps
o Construction et utilisation de fractales
o Calcul analogique

23 /50
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Machines a signaux

Introduction et définition

© Machines a signaux
@ Introduction et définition

24 /50
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Machines a signaux

Introduction et définition

Automates cellulaire : utilisation de sign

B 36 —F4HRARE (n=6)

o Automates cellulaires : c.f. voir EJC IM 2014 )

5 /50
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Machines a signaux

Introduction et définition

AC : Analyse en terme de signaux

Das et al. (1995)
0

Time

74
0 74

Site _ Site
(a) Space-time diagram. (b) Filtered space-time diagram.

26 /50
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Machines a signaux
Introduction et définition

AC : Conception avec des signaux

Fischer (196

ARRAY ELEMENTS

o pulses
b puises
¢ pulses --—=

partifions —— 4

Fra. 2. Solution 1o the prime problem

27 /50



Construire et calculer dans un monde 2D

Machines a signaux

Introduction et définition

Signaux
0O 0O
N N
§ §
N N
N N
N |
§ E wn —
Z| ® E= B A
w E =n & .
El Ba" " R £ B
= . || = N
m ‘. = AN
. o . N
| W | N A
m o . . .
Pl mESESSN EES mES EEm BN N
Space (Z) Space (R)

@ Signal (meta-signal)

@ Collision (régle)

28 /50
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Machines a signaux

Introduction et définition

Vocabulaire et exemple : trouver le milieu

Meta-signaux (vitesse)

M (0)

Régles de collision

29 /50



Construire et calculer dans un monde 2D
Machines a signaux

Introduction et définition

Vocabulaire et exemple : trouver le milieu

Meta-signaux (vitesse)

M- (0)
div  (3)

Régles de collision

o M ‘ M

29 /50
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Machines a signaux

Introduction et définition

Vocabulaire et exemple : trouver le milieu

Meta-signaux (vitesse)

Régles de collision
{div, M}—={ M, hi, lo }

29 /50
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Machines a signaux

Introduction et définition

Vocabulaire et exemple : trouver le milieu

Meta-signaux (vitesse)

M Régles de collision

{div, M}—={ M, hi, lo}
{lo, M }—{ back, M }

29 /50
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Machines a signaux

Introduction et définition

Vocabulaire et exemple : trouver le milieu

aw M

Meta-signaux (vitesse)

Régles de collision

{div, M}—={ M, hi, lo}
{lo, M }—{ back, M }
{ hi, back } -{ M }

29 /50



Construire et calculer dans un monde 2D

Machines a signaux

Introduction et définition

Autre exemple

Nom | Vitesse

{hr,p2 b — {p2, 1, p3 }
{/1’37M4} — {/‘L2}
{pas o} — {po, pua }

Rt

Temps

30/50



Construire et calculer dans un monde 2D
Machines a signaux

Introduction et définition

Implantation d'une pile

{Aj,M} = {M,A, R}
(R.M} = {R,M}
(AR) = {U)
(R.U} = {R,U}
{Enl,M} - {M,E}
{E.U} = {}

Comment modifier la configuration initiale
pour enlever |'autre signal U?

31/50



Construire et calculer dans un monde 2D
Machines a signaux

Introduction et définition

Implantation d'une pile

{Aj,M} = {M,A, R}
(R.M} = {R,M}
(AR) = {U)
(R.U} = {R,U}
{Enl,M} - {M,E}
{E.U} = {}

Quelle regle ajouter
pour qu'aucun signal Enl ne continue a droite en I'absence de U ?

31/50
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Machines a signaux

Introduction et définition

Dynamique complexe
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Machines a signaux

Introduction et définition

Dynamique complexe
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Machines a signaux
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Introduction et définition

Calculer (au sens de Turing)

%\ : Machines rationnelle
f :

%\b ! @ vitesses € Q

positions initiales € Q

°
@ = coordonnée des collisions € Q
°

implantable exactement

nombre fini de collisions

apparition d'un méta-signal

utilisation d’une regle

disparition des signaux

participation d'un signal a une collision
extension sur le coté...

®© ©6 6 6 06 0O
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Calculer (au sens de Turing)

Exercice

Une nouvelle cellule est toujours ajoutée
a la méme distance entre les cellules.

Les signaux correspondant a la téte sont
de vitesses 1 et —1.

Sachant que ? est de vitesse 1 et que
les vitesses des autres signaux sont de
méme valeur absolue, que valent les
vitesses de # et # ?

Reconnaitre une construction a
rebrousse-temps pour vérifier le résultat.
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Introduction et définition

Calculer (au sens de Turing)

Exercice

Comment changer les vitesses de
maniére a ce que la distance soit a
chaque fois la moitié de la distance
précédente ?

Le ruban n'occupe alors qu'une partie
bornée de |'espace.
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Malléabilité de |'espace-temps

Contraction itérée

Principe et exemple
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Malléabilité de |'espace-temps

Conséquences

Repliement de |'espace
@ tout calcul partant d’une configuration finie

peut &tre replié dans un espace fini
@ une partie non bornée de I'espace-temps est

« en bijection » avec une partie bornée

Deux échelles de temps

@ temps continu : durée finie
@ temps discret (les collisions) : infinité d'instants

A\

N

Modéle du trou noir : décider de la Halte (et plus)
@ enchdssement d'un calcul (Turing), tout résultat sort librement
@ a I'extérieur, on attend tranquillement le résultat
@ au bout d’un temps borné et connu,
on a recu un signal de fin ou il n'y en a pas eu!

37 /50



Construire et calculer dans un monde 2D

Machines a signaux

Construction et utilisation de fractales

© Machines a signaux

@ Construction et utilisation de fractales

38 /50



Construire et calculer dans un monde 2D

Machines a signaux

Construction et utilisation de fractales

Génération de fractales

Comment limiter une fractale?

39 /50



Construire et calculer dans un monde 2D
Machines a signaux

Construction et utilisation de fractales

Génération de fractales

_

Comment limiter une fractale?

@ série de méta-signaux qui servent de compteur unaire
(machine ad hoc).
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Construction et utilisation de fractales

Génération de fractales

_

Y

Comment limiter une fractale?

@ série de méta-signaux qui servent de compteur unaire
(machine ad hoc).

@ propagation d'un ordre disant de produire un niveau de plus.
Pour dix niveaux, donner dix fois I'ordre (machine générique).
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Satisfaction de formules booléennes quantifiées

e Ix1VxoVx3xy A (—\X2 \ X3)

Duchier et al. (2011)

@ une formule QSAT
~> une machine 3 signaux

N

K
X
\
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Création de |'arbre de tous les cas
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Propagation dans l'arbre
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Duplication du faisceau

5 colleét
st
N
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Evaluation de la formule

cas :
@ Xxj vrai
@ xo» faux

@ X3 vrai
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Construction et utilisation de fractales

Agrégation du résultat
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Construction et utilisation de fractales

Complexité

@ durée constante
@ profondeur de collisions quadratique

@ largeur de collisions exponentielle

Machine générique pour QSAT (Duchier et al., 2012)

o formule codée uniquement dans la configuration initiale

@ durée constante
@ profondeur de collisions cubique

@ largeur de collisions exponentielle
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Calcul analogique

Calculer avec des nombres réels manipulés tels quels

Addition (valeur ~ distance)

base val .. base val
S~ 7
fing Y~ <
hat. - - [ 727
c‘j’éz’ —-- ’
/z/ __,r’——b—aSO
. 4#~ T bast
'0\)‘; -
e T 15 7 -8
- base val val base
Caractérisation hors accumulation : lin-BSS
@ addition, soustraction
@ multiplication par une constante
@ test de signe, branchement. ..
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