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Graphe distance

Graphe distance

Soit D € N* (les éléments de D sont appelés générateurs). Le graphe
distance généré par D est le graphe G(D) = (Z,E) ou (a, b) € E ssi
|b—a| =d € D. L'aréte (a, b) est alors dite de type d. En particulier,
G(D) est un graphe infini A-régulier, avec A = 2|D|.
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Le graphe distance G(1,2).

On peut supposer sans perte de généralité que pged(D) = 1.
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Résultats élémentaires sur x(D)
Lemme (Folklore)

Si [1,k] € D C N\ (k+ 1)N, alors y(D) = k + 1.
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Résultats élémentaires sur x(D)

Lemme (Folklore)
Si [1,k] € D C N\ (k + DN, alors x(D) = k + 1. J

Lemme (Walther) }

x(D) < |D| +1.
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L'indice chromatique fort (Fouquet, Jolivet, 1983)
k-coloration forte d’arétes

Une k-coloration forte d’arétes d’un graphe G est une application

c: E(G) — {1,...,k} telle que deux arétes adjacentes ou adjacentes a
une méme aréte recoivent des couleurs différentes.

L'indice chromatique fort de G, x5(G), est le plus petit entier k pour
lequel G admet une k-coloration forte d'arétes.

Maxime Savaro XL(G(D))

2 novembre 2015 4 /14




L'indice chromatique fort (Fouquet, Jolivet, 1983)
k-coloration forte d’arétes

Une k-coloration forte d’arétes d’un graphe G est une application

c: E(G) — {1,...,k} telle que deux arétes adjacentes ou adjacentes a
une méme aréte recoivent des couleurs différentes.

L'indice chromatique fort de G, x5(G), est le plus petit entier k pour
lequel G admet une k-coloration forte d'arétes.

Maxime Savaro X:(G(D))

2 novembre 2015 4 /14




L'indice chromatique fort (Fouquet, Jolivet, 1983)
k-coloration forte d’arétes

Une k-coloration forte d’arétes d’un graphe G est une application

c: E(G) — {1,...,k} telle que deux arétes adjacentes ou adjacentes a
une méme aréte recoivent des couleurs différentes.

L'indice chromatique fort de G, x5(G), est le plus petit entier k pour
lequel G admet une k-coloration forte d'arétes.

Maxime Savaro X:(G(D))

2 novembre 2015 4 /14




L'indice chromatique fort (Fouquet, Jolivet, 1983)
k-coloration forte d’arétes

Une k-coloration forte d’arétes d’un graphe G est une application

c: E(G) — {1,...,k} telle que deux arétes adjacentes ou adjacentes a
une méme aréte recoivent des couleurs différentes.

L'indice chromatique fort de G, x5(G), est le plus petit entier k pour
lequel G admet une k-coloration forte d'arétes.

Maxime Savaro X:(G(D))

2 novembre 2015 4 /14




L'indice chromatique fort (Fouquet, Jolivet, 1983)
k-coloration forte d’arétes

Une k-coloration forte d’arétes d’un graphe G est une application

c: E(G) — {1,...,k} telle que deux arétes adjacentes ou adjacentes a
une méme aréte recoivent des couleurs différentes.

L'indice chromatique fort de G, x5(G), est le plus petit entier k pour
lequel G admet une k-coloration forte d'arétes.

Maxime Savaro PACE)) 2 novembre 2015 4 /14




L'indice chromatique fort (Fouquet, Jolivet, 1983)
k-coloration forte d’arétes

Une k-coloration forte d’arétes d’un graphe G est une application

c: E(G) — {1,...,k} telle que deux arétes adjacentes ou adjacentes a
une méme aréte recoivent des couleurs différentes.

L'indice chromatique fort de G, x5(G), est le plus petit entier k pour
lequel G admet une k-coloration forte d'arétes.

Maxime Savaro PACE)) 2 novembre 2015 4 /14




L'indice chromatique fort (Fouquet, Jolivet, 1983)
k-coloration forte d’arétes

Une k-coloration forte d’arétes d’un graphe G est une application

c: E(G) — {1,...,k} telle que deux arétes adjacentes ou adjacentes a
une méme aréte recoivent des couleurs différentes.

L'indice chromatique fort de G, x4(G), est le plus petit entier k pour
lequel G admet une k-coloration forte d'arétes.

Maxime Savaro PACE)) 2 novembre 2015 4 /14




L'indice chromatique fort (Fouquet, Jolivet, 1983)
k-coloration forte d’arétes

Une k-coloration forte d’arétes d’un graphe G est une application

c: E(G) — {1,...,k} telle que deux arétes adjacentes ou adjacentes a
une méme aréte recoivent des couleurs différentes.

L'indice chromatique fort de G, x5(G), est le plus petit entier k pour
lequel G admet une k-coloration forte d'arétes.

Maxime Savaro PACE)) 2 novembre 2015 4 /14




L'indice chromatique fort (Fouquet, Jolivet, 1983)
k-coloration forte d’arétes

Une k-coloration forte d’arétes d’un graphe G est une application

c: E(G) — {1,...,k} telle que deux arétes adjacentes ou adjacentes a
une méme aréte recoivent des couleurs différentes.

L'indice chromatique fort de G, x5(G), est le plus petit entier k pour
lequel G admet une k-coloration forte d'arétes.

Maxime Savaro PACE)) 2 novembre 2015 4 /14




L'indice chromatique fort (Fouquet, Jolivet, 1983)
k-coloration forte d’arétes

Une k-coloration forte d’arétes d’un graphe G est une application

c: E(G) — {1,...,k} telle que deux arétes adjacentes ou adjacentes a
une méme aréte recoivent des couleurs différentes.

L'indice chromatique fort de G, x5(G), est le plus petit entier k pour
lequel G admet une k-coloration forte d'arétes.

Maxime Savaro PACE)) 2 novembre 2015 4 /14




L'indice chromatique fort (Fouquet, Jolivet, 1983)
k-coloration forte d’arétes

Une k-coloration forte d’arétes d’un graphe G est une application

c: E(G) — {1,...,k} telle que deux arétes adjacentes ou adjacentes a
une méme aréte recoivent des couleurs différentes.

L'indice chromatique fort de G, x5(G), est le plus petit entier k pour
lequel G admet une k-coloration forte d'arétes.

Maxime Savaro X:(G(D))

2 novembre 2015 4 /14




L'indice chromatique fort (Fouquet, Jolivet, 1983)
k-coloration forte d’arétes

Une k-coloration forte d’arétes d’un graphe G est une application

c: E(G) — {1,...,k} telle que deux arétes adjacentes ou adjacentes a
une méme aréte recoivent des couleurs différentes.

L'indice chromatique fort de G, x5(G), est le plus petit entier k pour
lequel G admet une k-coloration forte d'arétes.

Propriété

Si G est A-régulier, alors 2A — 1 < x4(G) < 2A(A —1) + 1. J
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La conjecture d'Erdés et Nesetfil
Conjecture [Erds, Nesetril, 1985]
Ys(G) < 2A? si A est pair et X4(G) < 2(5A% —2A + 1) si A est impair. J
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La conjecture d'Erdés et Nesetfil

Conjecture [Erds, Nesetril, 1985]
Ye(G) < 2A? si A est pair et x4(G) <

7(5A2 —2A +1) si A est impair. J
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Anti-couplages
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Anti-couplages

d S
d’

O O

Anti-couplage générique

Théoréme

Si |D| > 2, alors
xs(D) > 4|D|.
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Anti-couplages
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Anti-couplage générique

Théoréme
Si |D| > 2, alors
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G(2,3)
Anti-couplage relatif
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Premier exemple

Théoréme

Xs([1. k]) = (k-l— 1) ~ —A2 (< ZA2>
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Premier exemple

Théoréme

Xs([1, KT) =

(k +1) —A2 (< ZA2>
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Les distances critiques

Distances critiques

Une distance critique pour le générateur d € D est un entier d tel que
deux arétes de type d et dont les plus petites extrémités respectives sont
distantes de d en valeur absolue sont a distance au plus 2 dans G(D).
L’ensemble des distances critiques pour le générateur d € D est noté C(?.

|dl — d| € Cy
de Cy st
d d 1d’ = D;
d'eCq d+d e

d ~deD — “J " decD " d°

Distances critiques pour le générateur d.
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La méthode des distances critiques
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La méthode des distances critiques

®
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La méthode des distances critiques

®
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La méthode des distances critiques

®
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La méthode des distances critiques

+
o o o o §2_> X(Cdz)
C +
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Théoréme
Xs(D) <D x(Ca).
deD
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La méthode des distances critiques

Théoréme

Xs(D) < Y x(Ca)-
/ deg 3 2
X5(D) <3|D* = 7%,
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La méthode des distances critiques

Théoréme

/ deg 3 2
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Application a D = {1,2,3,4,7}
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Application a D = {1,2,3,4,7}
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Application a D = {1,2,3,4,7}

G
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Q| G
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D
D
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Application a D = {1,2,3,4,7}

D C]_O o o o o o o o X X/l/Z/g

@ C2° o o o o o o X o X2 = 8
14 =15

©) C3o o o o o o o X X X3 = 8
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Application a D = {1,2,3,4,7}

D Cl o o o o o o o o X X/l/z/g
@ C2 o o o o o o o X o X2 = 8
X1,4 =15
©) C3 o o o o o o o X X3 = 8
@ C4 o o o o o o o o X o XA/Z/g
@D C7 o o o o o o o o X °o X7 = 12
D 1 234567 8 91011121314 x5 <43
Théoréme

Sim+1<x<2m-+1et m>4, alors

x+%(m+l)(3m+2)+2 six=m-+2,

xs([1, m] U{x}) = { x+I(m+1)Bm+2)+1 sinon .

Maxime Savaro PACE)) 2 novembre 2015 10 / 14



Application a [[1, m] \ {x}

Théoréme
ImBm+1)+x(x—m-2)—1 six<?2,
Xs(D) > ém(3m—|—l)—|—x(x—m—3)—1 si g <x< 7,
sm(m+1)+x(x —m—3) sinon.
1 : m
, » sm(B3m+1)+x(x —m—-2) -1 six<7F,
Xs(D) < { %m(m+1)+x(x—m—3) sinon.
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Application a [[¢, m]

Théoréme (k= |D| =m—(+1)

F(m+1)(3k — £ +1) sif—1<2,
x45(D) > sm+1)Bk—0+1)—€(B0—-3-m) siZ<l(-1<7
k2 sinon

1 a m
, 5(m+1)(Bk —£+1) sit—1< 73,
xs(D) < { k(m+1) sinon.
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Application a [[¢, m]
Théoréme (k= |D| =m—(+1)

F(m+1)(3k — £ +1) sif—1<2,
x4(D) > sm+1)Bk—0+1)—€(B0—-3-m) siZ<l(-1<7
k? sinon.

1 m
1 1)(3k — £+ 1) sit—1<m
/ < 2(m +
xs(D) < { k(m—+1) sinon
300 |- —— Valeure exacte |
—e— Anti-coupl. relatif
——  Colorations
200 | , |
Xs
100 =
0 | | % -t_ 1 g % + 1 |
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200 | , |
Xs
100 =
0 l l %‘t‘l E%-i_l L ——6——
2 4 6 8 10 12 14
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Application a [[¢, m]

Théoréme (k= |D| =m—(+1)

F(m+1)(3k — £ +1) sif—1<2,
x4(D) > sm+1)Bk—0+1)—€(B0—-3-m) siZ<l(-1<7
k2 sinon.

1 m
= 1)(3/{—5—1—1) si/—1<
/ < 2(m =+ 5
Xs(D) < { k(m—+1) sinon
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——  Colorations
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OQuvertures

Bornes améliorables

Dans quels cas ces méthodes sont-elles optimales ?
Implémentation sous forme d’heuristique

Application a d’autres sous-familles de graphes distances

Application a d'autres colorations (L(0,1,1), ...)

Application a d'autres familles de graphes (graphes circulants, graphes
distances sur Z'. . )
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Les distances critiques relatives a deux générateurs

i
d+d’
5 d. - )
° [ : ° 'dl
7
d d 4D
|d” d—d’|
Ay ,
g 24
o '=d/
d’ d'eD
d" + d—|—d’
° Lo d” E D i o
d d’

Maxime Savaro

x.(G(D))
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La méthode des distances critiques généralisée

0/44\0 d

d"eD d’

d"eD
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La méthode des distances critiques généralisée

d d
d"eD clf’ °

d"eD

graphe d’'incompatibilité

Le graphe d’incompatibilité de D, est le graphe
G,D = (D, {(d, dl) € D2|0 S Cd,d’})
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La méthode des distances critiques généralisée

d d
d"eD clf’ °

d"eD

graphe d’'incompatibilité

Le graphe d’incompatibilité de D, est le graphe
GP = (D,{(d,d") € D?|0 € Cyq})

Théoréme

Soit ¢ une coloration propre de G;. Pour tout i € Im(c), on note
Si={d € Dlc(d) =i} et Aj = Uy ges, CaarUUges, Ca, alors

Xo(D) < D7 x(B).

ielm(c)
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