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débruitée mais on observe toujours un bruit d’écart-type plus faible. Je ne suis
pas parvenu à obtenir les paramètres qui pourraient mieux débruiter l’image
et donner un aspect ’lissé’ comme pour [Daniel Zoran et Yair Weiss, 2018] ou
[Antoni Buades et al, 2011] mais les résultats sont encourageants pour pour-
suivre la recherche sur le débruitage par patchs à l’aide du Transport-Optimal.

4.5.4 Conclusion et résultats
Cette méthode de débruitage semble prometteuse, cependant les temps de cal-
culs sur de grosses images sont trop longs (taille de la matrice de coûts etc.)
et les paramètres ne sont pas biens adaptés. La figure 21 montre des résultats
sur la même petite imagette pour les paramètres choisis précédemment et une
simulation de patchs par mélange de gaussiennes.
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Figure 20: observations, diminution de la fonction de coût et PSNR
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Le problème et ses applications

Nous étudions dans ce stage de Master 1 une méthode de débruitage
d’images proposée par Zoran et Weiss dans [4] et en proposons une
modification basée sur le transport optimal.
Le problème du débruitage d’images consiste à estimer une image
x 2 RN , considérée ici comme un vecteur, à partir d’une observa-
tion ‘bruitée’ y 2 RN . Le nature du lien entre x et y est considéré
ici comme étant aléatoire. Un modèle additif pour en rendre compte
s’écrit

y = x + ⌘, (1)
où ⌘ est une réalisation d’une variable aléatoire centrée.
Le problème du débruitage d’images se rencontre chaque fois que
l’amplitude du signal enregistré est faible. C’est le cas par exemple
en photographie numérique, lorsque les capteurs utilisés reçoivent un
faible nombre de photons, à cause d’un éclairage insuffisant ou d’une
durée d’exposition trop courte.

Modélisation des patchs

L’approche de Zoran et Weiss est basée sur la modélisation probabi-
liste des patchs non bruités de la classe d’images que l’on souhaite
considérer (ici, les images “naturelles”). Un patch est une “imagette”,
généralement carrée, extraite d’une image de plus grande taille.
Le modèle que nous avons retenu pour ce stage est celui du mé-
lange gaussien : tout patch z est ainsi considéré comme une réalisa-
tion d’une variable aléatoire de densité

p(z) =
KX

k=1

⇡kN (z|µk,⌃k), (2)

N (µ,⌃) désignant la densité d’une loi normale de moyenne µ et de
matrice de covariance ⌃.
Les paramètres du modèle sont appris en amont du débruitage, sur
un large ensemble de patchs extraits d’images naturelles non brui-

tées. Le modèle est ensuite fixé, en particulier il n’est pas réévalué
lorsqu’une nouvelle image bruitée est obtenue.
Les matrices de covariance présentes dans (2) induisent des struc-
tures particulières comme illustré dans la figure suivante, extraite de
[1].

Figure 4: Left: a covariance matrix � composed of 1 (white) and 0 (black). Right: patches drawn from the
Gaussian distribution N (µ,�) with µ a constant patch equal to 0.5.

3 How to derive estimators under Gaussian and GMM priors

Now that we have seen more precisely what could be contained in Gaussian priors, we will now see more
precisely how they can be used to derive estimators under the Bayesian model described in the introduction.

In the whole section, we assume that we work with the model (4)

Y = X +N,

with N ⇠ N (0,�2Ip) independent from X . We wish to estimate X knowing Y .
We first recall some classical results on the conditioning of Gaussian vectors, and on the links between

the conditional expectation, Wiener estimator and MAP for Gaussian and GMM priors. These different
estimators will serve in the rest of the chapter as denoising strategies for image patches.

3.1 Estimation with Gaussian priors

We first assume that X follows a Gaussian distribution N (µX ,�X) and that the noise N is independent from
X . The classical properties of Gaussian vectors make it possible to show that in this case the estimator
E[X |Y ] is an affine function of Y (thus equivalent in this case to the Wiener estimator). Indeed, recall that if
(T,V ) is a Gaussian vector, then the conditional expectation E[T |V ] is the affine function of V

E[T |V ] = E[T ]+�T,V ��1
V (V �E[V ]), (8)

where �V is the covariance matrix of V and �T,V = E[(T � E[T ])(V � E[V ])t ] (if �V is not full rank, the
result is still true by taking the Moore-Penrose pseudo-inverse of �V ).

Now, if X and N are independent Gaussian random vectors, the concatenated vector (X ,Y ) = (X ,X +N)
is also Gaussian. We directly deduce the following result.

Proposition 1. Assume that X and Y follow the model (4), with X ⇠ N (µX ,�X) and N ⇠ N (0,�2Ip)
independent, then the conditional expectation and Wiener estimator of X knowing Y coincide and can be
written

E[X |Y ] = EWiener[X |Y ] = µX +�X(�X +�2Ip)
�1(Y � µX).
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Fig. 1: À gauche : une matrice de covariance ⌃ ; à droite : réalisations selon N (0.5I,⌃).

Des patchs vers l’image entière

L’estimation de x à partir d’une observation bruitée y selon (1) s’ob-
tient en minimisant une fonction de coût faisant intervenir la log-
vraisemblance issue de (1) et une pénalisation, pen, issue du mo-
dèle (2). En faisant l’hypothèse d’un bruit blanc gaussien, on obtient
la formulation

Min
x

�

2
kx � yk2 + pen(x). (3)

La pénalisation que nous avons étudiée est celle introduite dans [4]
sous le nom ExPected Log-Likelihood (EPLL) qui s’écrit

pen(x) = �EPLL(x) = �
MX

i=1

p(Pix) = �ME
z⇠⌫ [p(z)] , (4)

—Pi(x) désignant le ième patch extrait de x ;

—M le nombre de patchs extraits. Généralement, les patchs sont
extraits avec un chevauchement maximal ;

— p la densité du modèle génératif qui s’applique aux patchs ;

— ⌫ = 1/M
PM

i=1 �Pi(x) la distribution empirique associée au patchs
extraits de x.

Pour le modèle de mélange gaussien (2), la pénalisation s’écrit

pen(x) = �EPLL(x) = �
MX

i=1

KX

k=1

⇡kN (Pix|µk,⌃k). (5)

Une partie importante du travail du stage a porté sur la justification
d’un algorithme d’optimisation proposé dans [4] permettant de fournir
une solution approchée au problème (3).

Pénalisation basée sur le transport

optimal

La pénalisation EPLL nécessite l’utilisation d’un modèle génératif
dont la densité peut être évaluée. Afin de pouvoir intégrer les mo-
dèles appris par des réseaux génératifs profonds, par exemple anta-
gonistes [2], il est nécessaire de proposer une autre approche.
Durant ce stage, l’étude d’une nouvelle approche basée sur le
transport optimal régularisé [3] a débuté. Il s’agit de pénaliser, en

moyenne, une divergence basée sur la distance de Wasserstein
entre la distribution empirique issue des patchs extraits de x et un
échantillon simulé selon le modèle génératif retenu.
Une première mise en oeuvre, dans laquelle les gradients de la diver-
gence mentionnée sont évalués par différentiation automatique a été
réalisée. Les résultats sont prometteurs et la poursuite des travaux
lors d’un stage de Master 2 suivi d’une thèse est envisagée.

Quelques résultats

3.9 Conclusion et résultats
Cette méthode s’est montrée plus dure à comprendre que le papier de Zoran et
Weiss le laissait croire en première lecture. Nous sommes arrivés à une méthode
e�cace avec un code optimisé. La méthode a été codée pour des images en
nuances de gris, on peut voir quelques résultats dans la figure 16.

image originale image bruitée( � = 0.1) image débruitée

image originale image bruitée( � = 0.1) image débruitée

image originale image bruitée( � = 0.2) image débruitée

Figure 16: Di�érents résultats par la méthode de Zoran et Weiss.
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Fig. 3: Effet de la valeur du paramètre � dans (3) sur le résultat de la méthode basée sur le

transport optimal.
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