
Calculer géométriquement sur le plan
– machines à signaux –
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Calculer géométriquement sur le plan– p. 5/51



Origine

— Automates cellulaires —

Calculer géométriquement sur le plan– p. 6/51



Automates cellulaires

Outil de modélisation en biologie, physique. . . parralélisme

Système dynamique

Diagramme espace-tempslocal

uniforme

synchrone

Itérations

Cellules
|États|<∞

Règles de
mise à jour

. . . . . . t = 0t = 0

t = 1

t = 2

t = 3

t = 4

Calculer géométriquement sur le plan– p. 7/51



Automates cellulaires

Outil de modélisation en biologie, physique. . . parralélisme

Système dynamique

Diagramme espace-tempslocal

uniforme

synchrone

Itérations

Cellules

|États|<∞

Règles de
mise à jour

. . . . . . t = 0

t = 0

t = 1

t = 2

t = 3

t = 4
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Calculer géométriquement sur le plan– p. 7/51



Automates cellulaires élémentaires

Règle 14 Règle 20 Règle 31

Règle 35 Règle 42

Règle 57 Règle 74 Règle 113
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Particules, solitons. . .

[Boccara et al., 1991, Fig. 7]

[Hordijk et al., 2001, Fig. 7]

[Siwak, 2001, Fig. 5]
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Pour construire un AC Turing-universel

[Lindgren and Nordahl, 1990, Fig. 4] [Lindgren and Nordahl, 1990, Fig. 3]
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Algorithmique géométrique

[Goto, 1966, Fig. 3] [Goto, 1966, Fig. 6]
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Algorithmique géométrique - 2

[Varshavsky et al., 1970, Fig. 1] [Varshavsky et al., 1970, Fig. 2] [Varshavsky et al., 1970, Fig. 3]
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Algorithmique des signaux

[Fischer, 1965, Fig. 2] 000
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Origine

Diagrammes espace-temps (discrets)

Lignes discrètes

Lignes sur le plan

Dynamiques

Observation

Interprétation Discrétisation

Implantation

Conception

Modèle en lui-même
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Machines à signaux
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Analyse du modèle

Z× N R× R+

Espace

Te
m

ps

Signal

(Méta-signal, position)

Collision
(Régle, position)

Position
(x, t)

Méta-signal

µ = (ι, ν)

Règle
ρ = {µ−i }i → {µ+

j }j
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Définition du modèle

Machine

M = ({µi}i, {ρj}j)

Description finie

Déterministe

Configuration (à t)

Positions des
signaux et collisions

Diagramme espace-temps

Calcul
collisions +
ordre de dépendance
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Propriétés
Uniforme dans le temps et l’espace

Local

Cône de lumière

Nombre fini de valeurs et de règles

Espace et temps continus
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Calculer
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Turing-universalité
Simulation automate à deux compteurs

beg:B++
A--
A!=0 beg1
B!=0 imp

beg1:A--
A!=0 beg

pair:B--
A++
B!=0 pair
A!=0 beg

imp:B--
A++
A++
B!=0 imp1
A!=0 beg

imp1:B--
A++
A++
A++
B!=0 imp1
A!=0 beg

A et B deux compteurs à valeurs dans N

Opérations
A++ B++

A-- A--

A != 0 <label> B != 0 <label>

Codage
i

bord a0 = 6 instruction i b0 = 2 bord

Place illimitée pour les signaux
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Transcription des instructions
A++

a = 0 a 6= 0 Après A++

B!=0 m

= 0
n

n+1

6= 0
n

m

6= 0
n

m
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Calculer géométriquement sur le plan– p. 23/51



Turing-universel

Tout calcul récursif peut être réalisé

Ã Imprédictible

e.g. sont indécidables

nombre fini de collisions

apparition d’un méta-signal
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Modifications géométriques
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Constructions géométriques

Modifications du diagramme espace-temps

mais préserve le calcul (i.e. ordre des collisions)

Dynamique
Gel et translation
Homothéties

Construction de plus haut niveau
Contractions
Itérations

Seuls modifications : ajouts de méta-signaux et de règles
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Gel puis dégel du calcul

Beginning

Rest

of computation

Beginning

Rest

of computation

Translation
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Beginning
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Contraction

Beginning

Rest

of computation

Beginning

Contraction

Rest

of computation

Calculer géométriquement sur le plan– p. 28/51



Contraction

Beginning

Rest

of computation

Beginning

Contraction

Rest

of computation
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Contraction à une bande

Beginning

1

2

3

Beginning

1

2

Contraction

Contraction

3

Contraction

Contraction
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Contraction à une bande
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Homothétie

Beginning

Rest

of computation

Beginning
×2 ×1

Rest

of computation

×2
×2
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Homothétie

Beginning

Rest

of computation

Beginning
×2 ×1

Rest

of computation

×2
×2
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Contraction continue

Si le calcul reste borné on peut itérer
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Contraction à un triangle

Pour un calcul spatialement borné
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Ã Ã

Tout calcul peut être contenu dans un triangle

L’espace et le temps sont « malléables »

Problème

Apparition d’un point d’accumulation
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Ã Ã

Tout calcul peut être contenu dans un triangle

L’espace et le temps sont « malléables »

Problème Apparition d’un point d’accumulation
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Accumulations
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Apparition d’une accumulation

Instance
M: machine à signaux,
c0: configuration initiale finie,
(Toutes les valeurs sont dans Q)

Question
Va-t-il y avoir une accumulation ?

prédicat récursif
total

∃(x, t) ∈ Z×N, ∀n ∈ N,
Il y a au moins n collisions dans le
cône de lumière aboutissant à (x, t)

Ã dans Σ0
2 (hiérarchie arithmétique)
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Réduction pour Π0
1-difficile

Accumulation ⇔ L’automate à deux compteurs ne s’arrête pas
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Tester toutes les calculs possibles

Σ0
2-complet















Instance
A: Automate à deux compteurs,

Question
Existe-t-il un calcul sans fin ?

(0, 3) (1, 2) (2, 1) (3, 0)

(0, 2) (1, 1) (2, 0)

(0, 1) (1, 0)

(0, 0)
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Σ
0
2-difficile

Ã Σ0
2-complet
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Éléments de la réduction
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« Traiter » les accumulations
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Changement de point de vue

Automates cellulaires Pavages

Diagramme espace-temps

Trace Dessin

Dynamique Statique

Temps Dimension

Règles Conditions locales

Orbite Correction globale

Accumulation Défaut (singularité)
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Reformulation topologique
Diagramme espace-temps

D
R× R≥0 7−→ {®} ∪ {µi}i ∪ {ρj}j ∪ S

vide singularités
|S| <∞

Conditions

D (p) = ® ⇐⇒ ∃r > 0, D(ball(p, r)) =

D (p) = ⇐⇒ ∃r > 0, D(ball(p, r)) =

D (p) = ⇐⇒ ∃r > 0, D(ball(p, r)) =

Correspond à la définition par machine

Regardons les singularités isolées
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Méta-singularités

{{

,
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, ∅
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Méta-singularités non déterministes

{

∅,

{

,
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{
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Méta-singularités non déterministes

{

∅,

{

,

}}

{{ }

, ∅

}

{

∅,

{

,

}}
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Second ordre
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Singularités non isolées
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Singularités non isolées

Cantor
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Conclusion et perspectives
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Conclusion

Modèle de calcul géométrique

Turing-universel

Espace et temps continus mais valeurs finies

Malléabilité de l’espace-temps

Accumulations
Indécidabilité
Traitement partiel
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Perspectives – sur le modèle

Positions réelles

Principes algorithmiques

Complexité

Universalité intrinsèque

Singularités

Compréhension

Utilisation
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Perspectives – hors du modèle

Relier à d’autres modèles

Compréhension des modèles continus

Classes de complexité et de décidabilité continues

Automates cellulaires

Discrétisation automatique

Théorèmes de transfert

Validation de preuves
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