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2.1 Modèles du temps linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2 Traduction d’une formule LTL en ω-automate . . . . . . . . . . . 6
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3.5.1 Réseaux de Petri symétriques . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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Chapitre 1

Introduction

Les techniques de vérifications ont déjà plus de vingt ans. Elles ont été dé-
veloppées dans un premier temps par des équipes de chercheurs et sont de plus
en plus utilisées dans le milieu industriel pour l’analyse d’une grande variété
de systèmes (systèmes matériels, logiciels, systèmes réactifs, systèmes temps
réel). Il est maintenant prouvé que ces techniques sont efficaces et sont fréquem-
ment utilisées pour détecter des bogues dans des cas industriels. De nombreuses
études sont en cours pour élargir leurs champs d’applications et améliorer leur
efficacité. Ceci nous conduit à penser que les applications industrielles vont se
multiplier de manière significative dans les prochaines années.

Ce mémoire présente mes travaux les plus récents, consacrés à la vérification
de systèmes. J’ai concentré mes efforts sur l’amélioration de différents aspects
de l’algorithmique de la vérification : la logique temporelle linéaire (LTL), la
vérification par ordre partiel et la vérification symbolique. Mes recherches sont
en partie alimentées par des préoccupations concrètes abordées dans le cadre
de projets industriels ou des projets universitaires. Par exemple, dans le cadre
du projet CLOVIS (un projet de recherche exploratoire DGA), j’ai élaboré et
implémenté une structure originale de diagrammes de décision adaptée à la vé-
rification symbolique et nous l’avons appliquée à la vérification de programmes
VHDL. Mes autres recherches sont beaucoup plus académiques, comme la vé-
rification de formules LTL ou la vérification par ordre partiel.

J’ai organisé cette présentation en trois chapitres :

1. Le premier chapitre est dédié à mes contributions concernant la logique
temporelle linéaire [14, 15, 22]. Nous consacrons une grande part au pro-
blème de la construction de l’automate d’une formule LTL. Il contient une
discussion sur le type d’automates à produire, plusieurs descriptions de
constructions globales [15] et locales [14], ainsi qu’une étude expérimen-
tale. Nous présentons ensuite notre algorithme de vérification à la volée
[14]. Nous terminons ce chapitre par nos récents travaux sur la vérification
de systèmes probabilistes [22].

2. Dans le deuxième chapitre, nous décrivons nos contributions, tirées de
[20, 21, 18, 19, 23], sur une méthode basée sur l’ordre partiel : le dépliage
de réseaux de Petri. Nous donnons les éléments théoriques conduisant à la
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2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

notion de dépliage de réseaux de Petri, ainsi que les définitions de préfixes
finis à partir desquelles des algorithmes de vérification de propriétés de
sûreté sont développés. Nous décrivons de manière synthétique nos tra-
vaux sur les graphes de préfixes finis [20, 21, 18, 23] et leurs applications
à la vérification de propriétés de logique temporelle. Nous terminons ce
chapitre par une étude du dépliage de réseaux de Petri symétriques et du
produit de réseaux de Petri [19].

3. Le troisième chapitre concerne nos travaux sur les méthodes de vérification
symbolique [17, 7, 16]. Nous présentons une structure de donnée à la BDD,
les diagrammes de décisions de données (DDD) [17], élaborée pour traiter
des systèmes décrits dans des langages de haut niveau. Nous montrons la
puissance de description des DDD sur une étude de cas [7] : le BART de
San Francisco. Nous terminons ce chapitre par nos travaux récents sur une
représentation à la BDD des automates finis déterministes, les automates
partagés.



Chapitre 2

Logique temporelle linéaire

La logique temporelle est un langage puissant permettant de décrire des
propriétés de sûreté, d’équité et de vivacité de systèmes. Elle est utilisée comme
langage de spécification dans des outils tel que SPIN [48] et SMV [58]. Cepen-
dant, vérifier qu’un système fini respecte une telle spécification est PSPACE-
complet [75]. En pratique, les techniques de vérification sont confrontées à un
problème d’explosion combinatoire du nombre d’états du système et de celui
de l’automate codant la formule. De nombreuses techniques ont été élaborées
pour faire face à ce problème d’explosion. Nous pouvons noter les techniques
de vérification à la volée combinées avec des techniques de réduction à base
d’ordre partiel (SPIN [48]). La représentation symbolique par les diagrammes
de décisions permet de coder un système et l’automate d’une formule de manière
concise et ainsi de repousser les limites de la vérification (SMV [58]). Chacune
de ces méthodes ont leurs succès sur des systèmes industriels prouvant leur
bien-fondé.

En 1999 [14], j’ai proposé de nouveaux algorithmes pour résoudre les deux
problèmes clefs de la vérification à la volée d’une formule LTL :

– Construire à la demande un automate représentant une formule LTL ;
– Tester à la volée si l’automate résultant du produit synchronisé du système

et de l’automate de la propriété est vide.
Ces deux problèmes avaient déjà été résolus. L’algorithme de construction

d’automates proposé dans [37] produit non seulement des automates de tailles
raisonnables, mais opère aussi à la demande. Les algorithmes proposés dans
[46, 12, 40] testent à la volée le problème du vide d’un automate. Cependant
l’enseignement de ces techniques m’ont conduit à les remettre en question. D’une
part, l’algorithme de construction [37] produit pour certaines formules simples
des automates compliqués et certains aspects de la construction défiaient l’in-
tuition. D’autre part, pourquoi aucun des algorithmes pour tester le vide n’était
basé sur le fameux algorithme de Tarjan [77]. Mon objectif initial était donc
pédagogique : (1) développer une technique de construction d’automates facile
à comprendre et construisant de petits automates pour de petites formules ;
(2) reformuler l’algorithme de Tarjan pour résoudre le problème du vide d’un
automate.

J’ai conçu une construction d’automates qui est dans quasiment tous les cas
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4 CHAPITRE 2. LOGIQUE TEMPORELLE LINÉAIRE

meilleure que celle proposée dans [37] : elle produit des automates plus petits.
L’algorithme construit une variante des automates de Büchi : des automates à
transitions. Contrairement aux automates de Büchi, les conditions d’acceptation
portent ici sur les transitions. Ma construction est très voisine de celle proposée
dans [37]. Elle est basée sur une technique de tableaux [88, 89]. Le point clef
de ma méthode est l’utilisation de calcul symbolique, qui permet de simplifier
les expressions de manière naturelle et ainsi de réduire le nombre d’états. De
plus, une implémentation simple et efficace peut être obtenue en utilisant des
diagrammes de décisions binaires.

Mon algorithme de vérification est une variation simple de l’algorithme de
Tarjan. Il a les caractéristiques suivantes :

– L’algorithme est conçu pour fonctionner à la volée, c-à-d, durant le par-
cours de l’automate produit, un comportement accepté est détecté dès
que le graphe parcouru en contient un.

– L’algorithme traite directement des automates à transitions, c-à-d, il n’est
pas nécessaire de transformer l’automate en un simple automate de Büchi.

Les algorithmes initialement proposés [46, 12, 40] n’ont aucune de ces bonnes
propriétés.

En 2003 [22], je me suis intéressé à la vérification de formules LTL sur des
systèmes probabilistes. Les algorithmes probabilistes sont conçus dans de nom-
breux domaines de l’informatique, et plus particulièrement en algorithmique
distribuée. En fait, dans ce domaine, il existe des problèmes qui n’admettent
pas de solutions algorithmiques déterministes satisfaisantes. Ainsi, le choix de
mettre en œuvre des solutions probabilistes devient nécessaire. L’extension et
la conception de technique de vérification efficace pour les systèmes concurrents
probabilistes constituent encore à ce jour un chalenge.

Le principal résultat de notre travail [22] est la conception d’une méthode à
base d’automates pour la vérification de formules LTL sur des systèmes proba-
bilistes. Le point essentiel est que l’algorithme proposé résout le problème avec
une complexité optimale [13]. Comme dans le cas non probabiliste, nous syn-
chronisons le système avec l’automate de la négation de la formule. Cependant,
nous utilisons une construction particulière des automates de la formule. Cette
construction que j’ai proposée dans [15], produit des automates ayant des pro-
priétés spécifiques. Nous avons ainsi exploité ces bonnes propriétés pour éviter
la déterminisation de ces automates qui est une étape coûteuse conduisant à
une complexité doublement exponentielle en temps [84].

Ce chapitre est organisé en 4 parties. La première partie se veut informelle ;
elle pose les définitions relatives aux modèles du temps linéaires et décrit les
principes de la vérification à base d’automates. La deuxième partie aborde le
problème de la traduction d’une formule LTL en un automate. Cette partie
contient une discussion sur le type d’automates à produire, donne deux mé-
thodes de construction, et termine par une étude expérimentale comparative
avec des méthodes existantes. La troisième partie décrit une adaptation de l’al-
gorithme de Tarjan pour le test du vide d’un automate. La quatrième partie est
consacrée à la vérification d’une formule LTL sur un système probabiliste.
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2.1 Modèles du temps linéaire

Cette section décrit de manière informelle les modèles du temps linéaire :
les comportements linéaires, les systèmes de transitions étiquetés et la logique
temporelle linéaire. Nous terminons par la description des principes de la véri-
fication à la base d’automates.

Comportements linéaires. Dans les logiques du temps linéaire, un com-
portement est modélisé par une suite infinie d’événements, lors desquels il est
possible d’observer les états et des actions d’un système. L’ensemble de ces
observations est appelées propositions élémentaires. Formellement un compor-
tement linéaire sur un ensemble de propositions élémentaires AP est une struc-
ture r = (T, σ, λ) où T est un ensemble de transitions, σ un mot infini sur T et
λ : T → 2AP une fonction d’étiquetage. La trace d’un comportement linéaire r
est le mot infini sur l’alphabet 2AP défini par Trace(r) = λ(σ).

Système de transitions étiquetées. Les modèles de systèmes ont une sé-
mantique à base de systèmes de transitions. Un tel système est défini par un
quintuple M = (S, S0, T, α, β, L) où S est un ensemble d’états, S0 un ensemble
d’états initiaux, T un ensemble de transitions, α, β : T → S sont les fonctions
identifiant l’origine et le but des transitions, et λ : T → 2AP est une fonction
d’étiquetage des transitions.

Les comportements linéaires d’un système de transitions sont définis par les
mots infinis de transitions décrivant des chemins valides du système démarrant
d’un état de S0. Dans la sémantique du temps linéaire, un système est identifié
par l’ensemble des traces de ses comportements linéaires. Notez que les com-
portements finis terminant dans un état puit ne sont pas pris en compte. Sans
perdre de généralité, ce défaut est résolu en ajoutant une transition bouclante
à chaque état puit. Dans ce modèle, une propriété d’état est modélisée par une
propriété de transition en affectant à chaque transition la valeur de vérité de
son état source. Dans la suite, nous ne considérerons que des systèmes à nombre
fini d’états et de transitions.

Logique temporelle linéaire. Cette logique permet d’énoncer des proprié-
tés sur les traces des comportements d’un système. Elle permet de parler de
l’évolution d’un système au cours du temps en examinant la suite des événe-
ments observés lorsque le système réalise un comportement linéaire. Les for-
mules sont construites à partir des propriétés élémentaires, des opérateurs et
constantes booléennes et de deux opérateurs temporels : l’opérateur unaire X
(qui se lit Next) et l’opérateur binaire U (qui se lit Until). On définit la relation
de satisfaction σ, i |= f d’une formule f pour un mot infini de σ = σ0 · · ·σi · · ·
de (2AP )ω à l’instant i par induction sur la construction de la formule :

1. σ, i |= p si p ∈ σi pour tout p ∈ AP ,
2. σ, i |= ¬f si ¬(σ, i |= f),
3. σ, i |= f ∧ g si (σ, i |= f) ∧ (σ, i |= g),
4. σ, i |= X f si σ, i + 1 |= f ,
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5. σ, i |= fU g si ∃j : j ≥ i ∧ σ, j |= g ∧ (∀k : i ≤ k < j ⇒ σ, k |= f).

L’interprétation intuitive de X f et fU g est la suivante : X f est vraie à
l’instant i si f l’est à l’instant suivant ; fU g est vraie à l’instant i si g est vraie
à un instant futur j et entre les instants i et j, f est toujours vraie. On utilise
librement les abréviations logiques habituelles suivantes >, ⊥, f ∨ g, f ⇒ g, et

f ⇔ g, ainsi que Ff
def
≡ >U f , Gf

def
≡ ¬F¬f . Ff dit que f est vraie dans un

instant futur, le dual Gf dit que f est vraie dans tous les instants futurs.
L’évaluation de relation σ, 0 |= f à l’instant 0 définit la relation de sa-

tisfaction σ |= f d’une formule pour une trace d’un comportement linéaire.
Nous dirons qu’un système de transitions étiquetées vérifie une formule f , noté
M |= f , si toutes les traces de ses comportements vérifient f .

Vérification par automates. Les principes de la vérification de systèmes
finis par automates pour LTL sont dû à Vardi, Wolper [85]. Ils reposent sur
le fait que l’ensemble des mots infinis satisfaisant une formule LTL forme un
langage régulier et est représentable par un ω-automate. Pour appliquer cette
propriété, un système est vu comme un générateur de mots infinis. Ainsi, si
M est un système et f une formule, tester M |= f se ramène à un problème
purement sur les automates : tester si M ∩ ¬f est vide, c-a-d n’accepte pas de
mot infini. Cette approche pose clairement les problèmes algorithmiques de la
vérification : (1) calculer un ω-automate pour une formule LTL ; (2) calculer
l’intersection de deux automates ; (3) tester le vide d’un automate. Dans la suite
de notre présentation, nous examinerons nos contributions aux problèmes (1)
et (3) et montrerons comment cette approche est appliquable à la vérification
de systèmes probabilistes.

2.2 Traduction d’une formule LTL en ω-automate

De nombreux travaux traitent de la construction d’un automate pour une
formule LTL. Nous ne donnerons pas une généalogie des méthodes. On pourra
trouver dans [90, 25, 78] de très bons états de l’art. Mes contributions sur ce
thème sont multiples. Premièrement, elles concernent le choix du type d’auto-
mates construits : les automates à transitions. Dans ces automates, les condi-
tions d’acceptation portent sur les transitions infiniment rencontrées plutôt que
sur les états. Cette idée a été reprise par des constructions récentes et donne à
ces méthodes une efficacité quasiment immédiate. Deuxièmement, j’ai développé
une méthode produisant des automates adaptés aux problèmes de la vérifica-
tion probabiliste. Un aspect intéressant de cette traduction est la représentation
directe de l’automate sous la forme d’un BDD. Troisièmement, j’ai développé
une construction bien adaptée aux techniques de vérification à la volée : l’ob-
jectif est de construire localement la liste des transitions successeurs d’un état.
Le point clef de cette technique est l’utilisation de BDD pour représenter et
simplifier ces listes et ainsi réduire la taille de l’automate produit.
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Fig. 2.1 – Automates pour la formule GFp ∧GFq

2.2.1 Automates à transitions

Un automate reconnaissant des mots infinis est un système fini adjoint d’une
condition définissant les chemins infinis pour être acceptés. Les mots infinis
acceptés par un automate sont les traces des chemins infinis acceptés. Dans
le cas des automates de Büchi, un chemin accepté doit traverser infiniment
un ensemble d’états appelés états d’acceptation. Pour les automates que nous
considérons, les automates à transitions, la condition d’acceptation porte sur
les transitions parcourues infiniment. Dans notre étude, les conditions sont des
conjonctions de conditions de Büchi. Une condition est définie par un ensemble
d’ensembles de transitions. Un chemin est accepté s’il traverse infiniment tous
les ensembles de la condition.

Définition 2.1 (Automate à transitions) Soit AP un ensemble fini de pro-
positions élémentaires. Un automate à transitions sur AP est une structure
A = (S, S0, T, α, β, λ,Acc) où

– S est un ensemble fini d’états,
– S0 ⊆ S est un ensemble d’états initiaux,
– T est un ensemble fini de transitions,
– α, β : T → S définissent la source et la destination des transitions,
– λ : T → 2AP est la fonction d’étiquetage des transitions,
– Acc ⊆ 2T est l’ensemble d’ensembles d’acceptation.

Un chemin infini ρ = t0 · · · tn · · · de l’automate est accepté si
– src(t0) ∈ S0 et ∀i ∈ IN : β(ti) = α(ti+1),
– ∀acc ∈ Acc, ∀i ∈ IN,∃j ∈ IN : j > i ∧ tj ∈ acc.

Les mots infinis de (2AP )ω acceptés par A sont les traces des chemins infinis
acceptés par A. Notons L(A), l’ensemble des mots acceptés par A et L(A, s)
l’ensemble des mots acceptés par l’automate A avec s comme unique état initial.

Plusieurs variantes d’automates ont été utilisées pour traduire des formules
LTL. Traditionnellement, les conditions portent sur les états (Acc ⊆ 2S). Dans
certains travaux, les propriétés sont attribuées aux états (λ : S → 2AP ). Les
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propriétés étiquetant les états ou les transitions peuvent aussi prendre la forme
d’expressions booléennes sur les propositions élémentaires (λ : T → 22AP

ou
λ : S → 22AP

). Notez que notre définition capture tous ces automates en repor-
tant, si besoin, les propriétés et les conditions d’acceptation sur les transitions,
et en développant les expressions booléennes étiquetant éventuellement les tran-
sitions. Nous dirons qu’un automate est à états si les propriétés et les conditions
portent sur les états. La figure 2.1 donne des variantes d’automates pour la for-
mule GFp∧GFq. Les ensembles étiquetant les états et les transitions spécifient
l’appartenance à un ensemble d’acceptation. Ici, nous avons deux ensembles
d’acceptation. Nous pouvons déjà remarquer que les deux automates du haut
sont les plus concis et montrer qu’il n’est pas possible d’obtenir un automate
à un état en posant les conditions d’acceptation sur les états. Malgré les appa-
rences, l’automate en haut à droite est de loin le meilleur : il est déterministe et
n’a que 4 transitions. L’automate en haut et au milieu a en réalité 8 transitions.
En effet, une transition étiquetée par une expression booléenne représente au-
tant de transitions que l’expression a de solutions. Si on généralise la formule
à GFp1 ∧ · · · ∧GFpn, les automates peuvent avoir de 1 à 2n états, de 2n à 22n

transitions. Cet exemple illustre le fait que le choix de la variante d’automate
joue un rôle important dans les méthodes de traduction. L’utilisation abusive
d’expressions booléennes peut s’avérer un facteur agravant pour la vérification
par la multiplication des transitions. Elle est cependant utile pour donner une
représentation graphique ou textuelle simple et concise d’un automate. Afin
de limiter l’explosion combinatiore du nombre d’états et de transitions dans le
processus d’une vérification, une solution est de ne construire les éléments de
l’automate qu’à la demande ; une autre solution est d’utiliser des représentations
symboliques telles que les BDD.

Dans le cadre de la vérification probabiliste, nous serons amené à prendre en
compte plusieurs qualités d’un automate : la non-ambigüıté et la séparation. La
non-ambigüıté généralise la notion de déterministe : tout mot accepté par un au-
tomate non ambigu est la trace d’un seul chemin accepté. La séparation indique
que les états d’un automate acceptent des langages disjoints. Dans la figure 2.1,
les deux automates de droite sont non-ambigus et séparés, celui de gauche est
non-ambigu et celui au milieu en haut est séparé. Remarquons qu’avec un seul
ensemble d’acceptation, il n’est pas possible de produire un automate séparé
pour la formule GFp∧GFq. Ceci montre encore une fois l’importance du choix
du type d’automate pour traduire une formule.

Définition 2.2 Soit A = (S, S0, T, α, β, λ,Acc) un automate à transitions.
– A est non ambigu si tout mot infini accepté par A est la trace d’un chemin

unique accepté par A.
– A est séparé si les états de l’automate acceptent des langages disjoints :
∀s, s′ ∈ S : s 6= s′ ⇒ L(A, s) ∩ L(A, s′) = ∅.

2.2.2 Construction globale

Les premières traductions d’une formule LTL vers un automate reposent
sur un même principe : un ensemble el(f) caractérise les formules élémentaires
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impliquées dans la vérification de la formule f , un état est un vecteur de boo-
léens s : el(f) → {0, 1} donnant des valeurs de vérité aux formules de el(f) et
les transitions sont définies pour respecter la sémantique de LTL. L’automate
produit est étiqueté sur les états et a aussi des conditions d’acceptations sur
les états. Nous proposons d’en donner une version couramment utilisée pour
la vérification symbolique [9] et montrerons comment en modifiant légèrement
la définition de el(f), on obtient une construction produisant des automates à
transitions.

Construction d’un automate à états. Dans les constructions classiques,
l’ensemble des formules élémentaires el(f) est composé des propositions élémen-
taires, des sous-formules de f du type X g et des formules X (gUh) où gUh est
une sous-formule de f . Un état est un vecteur de booléens s : el(f) → {0, 1} et la
restriction de s à l’ensemble AP des propositions élémentaires définit une fonc-
tion d’étiquetage sur des états. Pour construire la relation de transitions, nous
avons besoin de définir pour chaque état la fonction sat de satisfaction d’une
formule. Intuitivement, sat(s)(g) indique si la trace de tout chemin acceptant
de source s satisfait la formule g. Cette relation est définie inductivement pour
toute sous-formule de f par

– sat(s)(g) = s(g) si g ∈ el(f),
– sat(s)(¬g) = ¬sat(s)(g),
– sat(s)(g ∧ h) = sat(s)(g) ∧ sat(s)(h),
– sat(s)(gUh) = sat(s)(h) ∨ (sat(s)(g) ∧ sat(s)(X (gUh)))

Les transitions entre deux états s et s′ sont posées pour respecter l’égalité
s(X g) = sat(s′)(g) pour toutes formules X g de el(f). Enfin les conditions
d’acceptations sont définies pour s’assurer que les sous-formules du type gUh
n’acceptent pas des séquences où h n’est jamais vérifié. Ainsi pour chaque sous-
formule gUh, on définit un ensemble d’acceptation contenant les états s tels que
sat(s)(h) ∨ ¬sat(s)(gUh) = 1. Les états initiaux sont ceux vérifiant s(f) = 1.

Proposition 2.3 Soit f une formule LTL sur AP. Soit sub(f) l’ensemble
des sous-formules de f . Posons el(f) = AP ∪ {X (gUh)|gUh ∈ sub(f)} ∪
{X (g)|X (g) ∈ sub(f)}. L’automate à états défini par :

– S = {s : el(f) → {0, 1}},
– S0 = {s|sat(f)(s) = 1},
– T = {s → s′|∀X g ∈ el(f) : s(X g) = sat(s′)(g)},
– ∀s ∈ S,∀p ∈ AP, λ(s)(p) = s(p),
– Acc = {Acc(gUh)|gUh ∈ sub(f)} avec Acc(gUh) = {s ∈ S|sat(s)(h) ∨
¬sat(s)(gUh) = 1},

accepte les mots infinis satifaisant la formule f .

Exemple 1 Construisons l’automate pour la formule f = pU q. L’ensemble
des formules élémentaires est el(f) = {p, q,X (pU q)}. Les états de l’automate
sont donc des triplets de booléens. Dans une première étape, nous évaluons
pour chaque état la valeur de la fonction de satisfaction pour la formule pU q.
Ce calcul permet de déterminer complétement la relation de transition de l’au-
tomate : les états vérifiant pU q ont pour successeurs tous les états vérifiant
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s sat(s) acceptation
p q X (pU q) pU q q ∨ ¬(pUq)
0 0 0 0 1
1 0 0 0 1
0 1 0 1 1
1 1 0 1 1
0 0 1 0 1
1 0 1 1 0
0 1 1 1 1
1 1 1 1 1

Tab. 2.1 – Calcul de l’automate (à états) pour la formule pU q

!p !q
!X(pUq)

p !q
!X(pUq)

!p q
!X(pUq)

p q
!X(pUq)

!p !q
X(pUq)

p !q
X(pUq)

!p q
X(pUq)

p q
X(pUq)

, {pUq}

, {pUq}

, {pUq}

, {pUq} , {pUq}

, {pUq}

, {pUq}

, {}

Fig. 2.2 – Automate (à états) pour la formule pU q

X (pU q) et ceux ne vérifiant pas pU q ont pour successeurs les autres états.
Dans une deuxième étape, nous calculons la valeur de la fonction de satisfac-
tion pour la formule q ∨ ¬(pUq). Celle-ci nous donne les états appartenant à
l’ensemble d’acceptation associé à la formule pU q. Finalement nous désignons
les états vérifiant pU q comme états initiaux. Le tableau 2.1 donne les résultats
des calculs nécessaires à la construction de l’automate et la figure 2.2 donne la
représentation graphique de l’automate.

Construction d’un automate à transitions. Ma construction est une va-
riante de cette construction classique. J’ai choisi comme formules élémentaires
d’une formule f , la formule f , les sous-formules du type gUh et les formules g
telles que X g est une sous-formule de f . Notons elT (f) cet ensemble de fonc-
tions élémentaires. La fonction de satisfaction sat d’une formule est définie pour
toute étiquette a ∈ 2AP et tout état destination s′. Intuitivement, satT (a, s′)(g)
indique si la trace d’un chemin acceptant commençant par une transition éti-
quetée par a et de destination s′ vérifie la formule g. Cette relation est définie
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inductivement par

– satT (a, s′)(X g) = s′(g),
– satT (a, s′)(p) = a(p) si p ∈ AP ,
– satT (a, s′)(¬g) = ¬satT (a, s′)(g),
– satT (a, s′)(g ∧ h) = satT (a, s′)(g) ∧ satT (a, s′)(h),
– satT (a, s′)(gUh) = satT (a, s′)(h)∨ (satT (a, s′)(g)∧ satT (a, s′)(X (gUh)))

Une transition s
a→ s′ doit vérifier s(g) = satT (a, s′)(g) pour toute formule g

de elT (g). Notez que la donnée d’un étiquetage et d’un état destination définit
entièrement l’état source de la transition. Les conditions d’acceptation sont
définies sur les transitions de manière analogue à la construction précédente.
Pour chaque sous-formule gUh, on définit un ensemble d’acceptation contenant
les transitions s

a→ s′ tel que satT (a, s′)(h) ∧ ¬s(gUh) = 1. Les états initiaux
sont ceux vérifiant s(f).

Proposition 2.4 Soit f une formule LTL sur AP. Soit sub(f) l’ensemble des
sous-formules de f . Posons elT (f) = {f} ∪ {gUh|gUh ∈ sub(f)} ∪ {g|X (g) ∈
sub(f)}. L’automate à transitions défini par :

– S = {s : elT (f) → {0, 1}},
– S0 = {s|s(f) = 1},
– T = {s a→ s′|∀g ∈ elT (f) : s(g) = satT (a, s′)(g)},
– Acc = {Acc(gUh)|gUh ∈ sub(f)} avec Acc(gUh) = {s a→ s′|satT (a, s′)(h)∨
¬s(gUh) = 1},

accepte les mots infinis satifaisant la formule f .

Exemple 2 Construisons l’automate à transitions pour la formule f = pU q.
L’ensemble des formules élémentaires est elT (f) = {pU q}. Le codage des états
de l’automate se résume à un booléen. Dans une première étape, nous évaluons
pour chaque valeur d’étiquette a et chaque état destination s′, la valeur de la
fonction de satisfaction pour la formule pU q. Ce calcul permet de déterminer
complètement les états sources s des transitions à partir de l’étiquette a et de la
destination s′. Dans une deuxième étape, nous calculons la valeur de la fonction
de satisfaction pour la formule q ∨ ¬(pUq). Celle-ci nous donne les transitions
appartenant à l’ensemble d’acceptation associé à la formule pU q. Finalement
nous désignons les états vérifiant pU q comme états initiaux. Le tableau 2.2
donne les résultats des calculs nécessaires à la construction de l’automate et la
figure 2.3 donne à gauche la représentation graphique de l’automate.

Propriétés des automates. Les deux constructions sont extrêmement si-
milaires et pourtant l’automate à transitions est toujours plus petit que l’au-
tomate à états. En effet remarquons que les ensembles de fonctions élémen-
taires des deux constructions servant à coder les états sont liés par l’identité
el(f) ∪ {f} = X (elT (f)) ∪ AP ; ainsi le facteur de réduction est de 2|AP | ou
2|AP |−1 suivant que f est dans el(f). Par exemple, l’automate à transitions
(figure 2.3) de la formule rU (pU q) à 4 états et 32 transitions (12 transitions
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a s′ s = satT (a, s′) acceptation
p q pU q pU q q ∨ ¬(pUq)
0 0 0 0 1
1 0 0 0 1
0 1 0 1 1
1 1 0 1 1
0 0 1 0 1
1 0 1 1 0
0 1 1 1 1
1 1 1 1 1

Tab. 2.2 – Calcul de l’automate à transitions pour la formule pU q

!f.!g

!f.g

f.!g

q,{f,g}

f.gq,{f,g}

q,{f,g}

!q,{f,g}

!r.!q,{f,g}

!r.!p.!q,{f,g}

p.!q,{f}

r.!p.!q,{g}

q,{f,g}

!p!q,{f,g}

p.!q,{f}

!(pUq)

pUq

q,{pUq}

!q,{pUq}

p.!q,{}

!p.!q,{pUq}

q,{pUq} p.!q,{g}

!q.r,{f}

Fig. 2.3 – Automates à transitions pour les formules f = pU q et g = rU (pU q)
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symboliques) alors que l’automate à états correspondant a 32 états et 256 tran-
sitions. La proposition suivante donne l’ordre de grandeur des tailles des auto-
mates en fonction des caractéristiques de la formule.

Proposition 2.5 Soit f une formule LTL sur AP. Notons Temp(f) le nombre
d’opérateurs X et U contenus dans la formule f . L’automate à états (produit par
la construction classique) a au plus 2|AP | ·2Temp(f) états et 22·|AP | ·2Temp(f) tran-
sitions. L’automate à transitons a au plus 2Temp(f)+1 états et 2|AP | ·2Temp(f)+1.

Malgré l’amélioration apportée à la construction classique, nous verrons dans
la partie expérimentation (section 2.2.4) que cette construction est largement
supplantée par les contructions locales. Cependant, l’automate produit possède
des propriétés bien adaptées à la vérification probabiliste (voir la section 2.4).
D’une part, l’automate est déterministe en arrière : un état n’est destination
que d’une transition pour une valeur d’étiquette donnée. De plus, l’automate est
non-ambigu. D’autre part, l’automate est séparé : deux états distincts de l’au-
tomate reconnaissent des langages disjoints. Ces propriétés sont aussi vérifiées
par les automates produits par la construction classique.

Proposition 2.6 Les deux constructions produisent des automates non-ambigus
et séparés.

Représentation symbolique. Les constructions globales se prêtent bien à
des représentations symboliques de l’automate. En effet, les états et les transi-
tions sont des vecteurs de booléens, et les différentes composantes de l’automate
sont des ensembles de vecteurs de booléens représentables par des fonctions boo-
léennes. De telles représentations sont couramment utilisées pour la vérification
symbolique à base de BDD. Elles se caractérisent par leur efficacité à résoudre
de nombreux problèmes de vérification de grande taille, mais aussi par leur sim-
plicité de mise en œuvre. On pourra trouver dans [9] une version symbolique
de la construction classique, ainsi que des algorithmes de vérification. Mon-
trons que notre technique s’applique aussi à la construction d’un automate à
transitions. Soit f une formule LTL. Considérons deux tableaux de variables
booléennes now et next indexés par les formules de elT (f), et identifions les
propositions élémentaires à des variables booléennes. Nous coderons la fonction
caractéristique d’un ensemble d’états par une expression sur les variables now
et celle d’un ensemble de transitions par une expression sur les trois jeux de va-
riables. Interprétons toute sous-formule de g, comme une expressions booléenne
Φ(g) sur les variables now , next et les propositions élémentaires :

– Φ(X g) = next [g],
– Φ(p) = p si p ∈ AP ,
– Φ(¬g) = ¬Φ(g),
– Φ(g ∧ h) = Φ(g) ∧ Φ(h).
– Φ(gUh) = now [gUh].
L’automate à transitions traduisant une formule LTL f est simplement défini

par les expressions booléennes suivantes :
– L’ensemble des états initiaux : S0 = now[f ],
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– La relation de transition :

T =
∧

gUh∈el(f)

(now[gUh] ⇔ (Φ(h) ∨ (Φ(g) ∧ next[gUh])))∧
∧

g∈el(f)

(now[g] ⇔ Φ(g))

– Les ensembles d’acceptation :

∀gUh ∈ elT (f) : Acc[gUh] = ¬now[gUh] ∨ Φ(h)

L’automate construit est rigousement identique à celui produit par la construc-
tion globale. Cependant sa formulation est bien plus simple pour construire et
coder un automate à l’aide de BDD. Pour obtenir une représentation explicite
de l’automate, il suffit de développer les fonctions booléennes. Cette opération
n’est intéressante que dans un but pédagogique. En pratique, toutes les opéra-
tions utiles peuvent être réalisées sur la représentation symbolique, évitant ainsi
une explosion combinatoire prématurée des algorithmes de vérification.

Exemple 3 La représentaton symbolique de l’automate traduisant la formule
g = rU (pU q) est :

– S0 = now[g],
– T = (now[g] ⇔ (now[pU q] ∨ (r ∧ next[g]))) ∧ (now[pU q] ⇔ (q ∨ (p ∧

next[pU q]))),
– Acc[g] = ¬now[g] ∨ now[f ] et Acc[pU q] = ¬now[pU q] ∨ q.

La figure 2.3 donne une représentation graphique de l’automate. Cependant
cette représentation explicite n’est pas nécessaire pour réaliser des opérations
sur celui-ci. A partir de l’expression des états initiaux, nous déduisons que l’au-
tomate a deux états initiaux : [g, pU q], [g,¬(pU q)]. Les transitions successeurs
d’un état pour une valeur des propositions sont obtenues par une opération
de substitution sur la fonction T . Considérons l’état s = [g, pU q], et l’éti-
quette donnée par p = 1, q = r = 0. En substituant les valeurs de l’état s
(now[g] = now[pU q] = 1) et les valeurs des propositions, on obtient la liste des
états successeurs de s sous la forme d’une expression booléenne sur les variables
next. Le résultat est l’expression next[pU q] et donc s a deux états successeurs :
[g, pU q], [¬g, pU q]. L’appartenance des transitions aux ensembles d’acceptation
est obtenue en évaluant les expressions booléennes Acc[g], Acc[pU q]. Ainsi les
deux transitions sont dans Acc[g] et ne sont pas dans Acc[pU q].

Simplification de l’automate La construction globale peut être légèrement
améliorée par trois techniques :

1. Ne garder que les états accessibles,

2. Eliminer les états ne reconnaissant aucun mot,

3. Réduire l’ensemble des états initiaux à un état.

Les deux premières techniques réduisent le nombre d’états et de transitions de
l’automate et peuvent être réalisées directement sur sa représentation symbo-
lique (voir [9]). Les états de l’automate seront alors symboliquement représentés
par une expression booléenne sur les variables Now. Dans la dernière technique,
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!f.!g

!f.g

g

q,{f,g}

f.gq,{f,g}

q,{f,g}

!q,{f,g}

!r.!q,{f,g}

!r.!p.!q,{f,g}

p.!q,{f}

r.!p.!q,{g}

p.!q,{f}!q.r,{f}

q

q+r

p+q+r

Fig. 2.4 – Automate à transitions simplifié pour la formule rU (pU q)

nous ajoutons à l’automate un état identifié par f , la formule à traduire. Cet
état sera l’unique état initial, il n’aura pas de transition entrante et les transi-
tions sortantes f

a→ s′ devront vérifier satT (a, s′)(f) = 1 ; ces dernières pourront
être représentées symboliquement par une expression sur les propositions élé-
mentaires et les variables next . D’autre part, si f n’est pas de la forme gUh,
elle n’est plus considérée comme une formule élémentaire. La figure 2.4 donne
le résultat des simplifications sur l’automate représentant la formule rU (pU q).

2.2.3 Construction locale

Le défaut des constructions globales est qu’elles produisent immédiatement
un automate de taille exponentielle par rapport à la taille de la formule. L’exemple
le plus frappant est la formule X np (i.e. X . . .X p avec n opérateurs X ). Cette
formule indique que la nième action d’un comportement doit vérifier la propo-
sition p. Intuitivement, il suffit d’un automate à transitions à n + 2 états pour
coder cette formule. Les constructions globales produisent pour cette formule
des automates de taille exponentielle, même après simplification. En 1995, R.
Gerth, D. Peled, M. Y. Vardi et P. Wolper proposent un nouveau type de la
construction [37]. L’idée consiste à partir de la formule à vérifier, et à la dé-
velopper sous la forme d’une disjonction de conjonction de formules ne faisant
apparâıtre que des propositions élémentaires et des formules du type X g. Les
états initiaux sont donnés par les conjonctions du développement de la formule
initiale ; les termes des conjonctions portant sur les propositions élémentaires
définissent les propriétés à vérifier dans l’état, et ceux portant sur les formules
du type X g servent à construire les états successeurs. La construction continue
en développant les formules associées aux formules représentant les états suc-
cesseurs. Cette construction locale de l’automate d’une formule ne produit pas
systématiquement les états correspondant à toutes les combinaisons possibles
des formules élémentaires ; ceci rend cette construction intéressante en pratique.
Un des points clefs de cette technique est comment capter les conditions d’ac-
ceptation relative aux formules du type gUh. Dans cette partie, nous allons
rappeler les mécanismes de la construction locale de l’article fondateur [37], et
montrer comment nous avons adapté et simplifié cette technique pour produire
des automates à transitions.

Pour que les constructions locales soient applicables, les formules sont mises
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sous une forme positive ; en d’autres termes, l’opérateur de négation ne peut
être appliqué qu’aux propositions élémentaires. A cette fin, nous introduisons
l’opérateur dual du until V : gV h = ¬(¬gU¬h). Lors du développement d’une
formule, nous sommes amenés à éliminer les formules du type gUh et gV h. Les
éliminations sont réalisées grâce aux identités :

gUh = h ∨ (g ∧X (gUh))
gV h = (g ∧ h) ∨ (h ∧X (gV h))

Bien que ces assertions semblent similaires, elles se distinguent par le fait
que l’identité relative à la formule gUh ne tient pas compte de la propriété
d’inévitabilité de h, alors qu’aucune propriété de ce type n’est nécessaire pour
la validité de la formule gV h. Ainsi dans les deux constructions, nous associe-
rons un ensemble d’acceptation à chaque sous-formule du type gUh. Les deux
constructions locales se distingueront par le type d’automates produits, et aussi
sur la manière de capter les conditions d’acceptation.

Construction d’un automate à états Nous allons donner une version sim-
plifiée de la construction originale [37], captant autant que possible les optimisa-
tions proposées par les concepteurs. Le point clef de cette construction concerne
la manière de développer une formule LTL. Ce développement ne produit pas
une formule LTL, mais une expression symbolique représentant des ensembles
d’ensembles de symboles. Les symboles utilisés sont :

symbole(f) = AP ∪ {¬p|p ∈ AP}
∪ {now [gUh]|gUh ∈ sub(f)}
∪ {now [h]|gUh ∈ sub(f)}
∪ {next [gUh]|gUh ∈ sub(f)}
∪ {next [gV h]|gV h ∈ sub(f)}
∪ {next [g]|X (g) ∈ sub(f)}

Les états de l’automate produit sont des sous-ensembles de symboles. Les
symboles now [gUh] et now [h] sont utilisés pour capter les conditions d’accep-
tation : un état ne contenant pas le symbole now [gUh] ou contenant le symbole
now [h] est un état de l’ensemble d’acceptation associé à la formule gUh. A
l’exception des formules gUh, les règles pour développer une formule sont celles
attendues. Dans les expressions suivantes, Φ(g) est le résultat du développe-
ment d’une formule, les opérateurs · et + sont des opérateurs d’union : · est
l’union sur les ensembles de symboles et + celui sur les ensembles d’ensembles
de symboles :

– Φ(p) = p si p ∈ AP ,
– Φ(¬p) = ¬p si p ∈ AP ,
– Φ(g ∧ h) = Φ(g) · Φ(h),
– Φ(g ∨ h) = Φ(g) + Φ(h),
– Φ(X g) = next [g],
– Φ(gUh) = now [h] · Φ(h) + now [gUh] · Φ(g) · next [gUh],
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– Φ(gV h) = Φ(g) · Φ(h) + Φ(h) · next [gV h].

A partir de la définition de l’ensemble des symboles et la fonction de dévelop-
pement d’une formule, la définition de l’automate d’une formule proposée dans
[37] est résumée par la proposition suivante :

Proposition 2.7 Soit f une formule LTL sur AP. L’automate à états défini
par :

– S = {s ⊆ symbole(f)},
– S0 = Φ(f),
– T = {s → s′|s′ ∈

∏
next [h]∈s Φ(h)},

– ∀s ∈ S, λ(s) =
∧

p∈AP∩s p ∧
∧

p∈AP :¬p∈s ¬p,
– Acc = {Acc(gUh)|gUh ∈ sub(f)} avec Acc(gUh) = {s ∈ S|now [h] ∈

s ∨ now(gUh) 6∈ s},
accepte les mots infinis satisfaisant la formule f .

Exemple 4 Calculons l’automate à états pour la formule g = rU (pU q). No-
tons que la formule est déjà sous une forme positive. Posons f = pU q. L’au-
tomate a deux ensembles d’acceptation Acc = {f, g}. Développons la formule
g :

Φ(g) = now [f ] · Φ(f) + now [g] · r · next [g]
= now [f ] · now [q] · q + now [f ] · p · next [f ] + now [g] · r · next [g]

L’automate à états possède donc trois états initiaux :

S0 = {{now [f ],now [q], q}, {now [f ], p,next [f ]}, {now [g], r,next [g]}}

Notons que le premier état n’a pas de symboles next ; cet état a ∅ comme état
successeur. Le calcul des successeurs du deuxième état nécessite le développe-
ment de la formule f :

Φ(f) = now [q] · q + now [f ] · p · next [f ]

Remarquons que ce calcul produit un nouvel état {now [q]} dont l’unique succes-
seur est ∅. D’autre part, le troisième état initial a pour successeur les trois états
initiaux. La figure 2.5 donne une représentation graphique de l’automate résul-
tant. Les concepteurs de cette méthode ont proposé de nombreuses heuristiques
pour simplifier l’automate, Par exemple, il est possible de fusionner les états
{now [f ],now [q], q} et {now [q], q} en appliquant la règle suivante : si now [gUh]
et now [h] appartiennent à un état s, retirer de s, now [gUh].

Construction d’un automate à transitions La construction que j’ai pro-
posée dans [14] repose sur deux simplifications de la construction précédente :
(1) le développement d’une formule LTL produit un ensemble de transitions ; (2)
nous avons écarté le symbole now [h] dans le développement des formules gUh.
La simplification (1) est naturelle quand l’intention est de produire des auto-
mates à transitions. La simplification (2) traduit le fait que la seule information
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q
now[f]
now[q]

, {f,g}

p
now[f]
next[f]

, {g}
r
now[g]
next[g]

, {f}

true , {f,g}

q
now[q]

, {f,g}

Fig. 2.5 – Automate à états pour la formule g = rU (pU q)

utile dans le développement d’une formule gUh est : est-ce que la propriété
d’inévitabilité restera à vérifier ? Plutôt qu’utiliser le symbole now [gUh], nous
préférons le symbole nacc[gUh] indiquant clairement la non acceptation d’une
transition. L’ensemble des symboles employés pour le développement d’une for-
mule est donc :

symboleT (f) = AP ∪ {¬p|p ∈ AP}
∪ {nacc[gUh]|gUh ∈ sub(f)}
∪ {next [gUh]|gUh ∈ sub(f)}
∪ {next [gV h]|gV h ∈ sub(f)}
∪ {next [g]|X (g) ∈ sub(f)}

Les états de l’automate à transitions sont des ensembles de sous-formules
de la formule. Le calcul des transitions successeurs d’un état est obtenu en dé-
veloppant les sous-formules représentant l’état. Dans les expressions suivantes,
notez la modification de la règle relative aux formules gUh :

– ΦT (p) = p si p ∈ AP ,
– ΦT (¬p) = ¬p si p ∈ AP ,
– ΦT (g ∧ h) = ΦT (g) · ΦT (h),
– ΦT (g ∨ h) = ΦT (g) + ΦT (h),
– ΦT (X g) = next [g],
– ΦT (gUh) = ΦT (h) + nacc[gUh] · ΦT (g) · next [gUh],
– ΦT (gV h) = ΦT (g) · ΦT (h) + ΦT (h) · next [gV h].

Un point essentiel de la méthode est que les symboles peuvent être manipulés
comme des variables booléennes, les opérateurs + et · comme les opérateurs
booléens ∨ et ∧. Notez que l’expression booléenne représentant le développe-
ment d’une formule peut toujours s’écrire sous la forme disjonctive-conjonctive
où les variables du type next et nacc apparaissent positivement. L’intérêt de
ce point de vue est que ces expressions acceptent les simplifications classiques
des expressions booléennes, et ainsi il est possible de réduire naturellement le
nombre de transitions issues d’un état. A partir de la définition du développe-
ment d’une formule, la définition donnant l’automate à transitions est donnée
par la proposition suivante :
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{g}

{f}

q,{f,g}

{}q,{f,g}

r,{f,g}

p,{f}

true,{f,g}
p,{f}

Fig. 2.6 – Automate à transitions pour la formule g = rU (pU q)

Proposition 2.8 Soit f une formule LTL sur AP. Soit sub(f) l’ensemble des
sous-formules de f . Posons elT (f) = {f} ∪ {gUh|gUh ∈ sub(f)} ∪ {g|X (g) ∈
sub(f)} et Acc(f) = {Acc(gUh)|gUh ∈ sub(f)}. Pour tout sous-ensemble de
formules s de elT (f), considérons la décomposition suivante de

∏
g∈s ΦT (g) :

∏
g∈s

ΦT (g) =
∑

(K,Nacc,Next)∈Termes

(
K ·

∏
h∈Nacc

nacc[h] ·
∏

h∈Next

next [h]

)

où Termes ⊆ 22AP × {gUh|gUh ∈ sub(f)} × elT (f). L’automate à transitions
défini par :

– S = {s ⊆ elT (f)},
– S0 = {f},
– T = {s K,acc−→ s′|(K,Acc(f) \ acc, s′) ∈ Termes},
– λ : T → 22AP

est donné par λ(s
K,acc−→ s′) = K,

– Acc = Acc(f) avec Acc(gUh) = {s K,acc−→ s′ ∈ T |gUh ∈ acc},
accepte les mots infinis satisfaisant la formule f .

Exemple 5 Calculons l’automate à transitions pour la formule g = rU (pU q).
Posons f = pU q. L’automate a un état initial {g}. Les transitions successeurs
sont obtenues en développant la formule g :

ΦT (g) = Φ(f) + nacc[g] · r · next [g]
= q + nacc[f ] · p · next [f ] + nacc[g] · r · next [g]

L’état initial est la source de trois transitions successeurs : {g} q,{f,g}−→ ∅,
{g} p,{g}−→ {f}, {g} r,{f}−→ {g}. La construction de l’automate continue avec le
développement de la formule f :

ΦT (f) = q + nacc[f ] · p · next [f ]

Ce calcul produit deux nouvelles transitions mais pas de nouveau état. La figure
2.6 donne la représentation graphique de l’automate résultant.
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Simplification de l’automate Nous pouvons appliquer 3 types de simplifi-
cations, chacune compatible avec la construction à la demande :

1. Quand deux états ont les mêmes expressions
∏

g∈s ΦT (g) représentant la
liste de leurs transitions successeurs, ces deux états peuvent être fusionnés.
Cette simplification est simple à implémenter quand on utilise des BDD.
En effet, il suffit d’identifier tout état par l’expression booléenne de ses
transitions successeurs.

2. Il existe de nombreuses manières d’écrire une expression sous la forme
disjonctive conjonctive. Celle qui donne le meilleur résultat consiste à spé-
cialiser le calcul des transitions successeurs pour une valeur donnée des
propositions élémentaires. Il suffit de substituer ces valeurs dans l’expres-
sion et d’en calculer les impliquants premiers. Notez que cette technique
est bien adaptée pour les méthodes de vérification à la volée. En effet, pour
construire les transitions successeurs d’un état (s, q) du produit synchro-
nisé d’un système et de l’automate d’une formule, nous devons construire
pour toute transition s

a−→ s′ du système, tous les successeurs de l’état q
pour la valeur a des propositions élémentaires.

3. Avant de lancer la construction de l’automate, il est parfois utile de sim-
plifier la formule afin de réduire autant que possible le nombre de sous
formules élémentaires.

La table 2.3 donne quelques résultats expérimentaux sur l’influence des optimi-
sations. Nous avons appliqué la construction locale pour toutes les combinaisons
possibles d’optimisation, sur une centaine de formules tirées aléatoirement dont
la taille varie de 15 à 20. Les colonnes Automate donnent la taille cumulée
des automates ; les colonnes Produit synchronisé donnent la taille cumulée des
produit synchronisés des automates des formules avec un système comprenant
200 états. Nous noterons que les simplifications (1) et (3) réduisent la taille de
l’automate, alors que la simplification (2) a pour objectif de rendre l’automate
plus déterministe et ainsi de réduire le nombre de transitions du produit syn-
chronisé. Les mêmes expérimentations appliquées à 39 formules ”classiques” de
LTL (voir la table 2.3) aboutissent aux mêmes conclusions.

2.2.4 Expérimentations

La conception de nouvelles constructions d’automates traduisant une for-
mule LTL reste encore un sujet de recherche très actif [24, 76, 73, 35, 38, 80, 74,
78, 67, 34]. Il est naturel de se demander si la construction que j’ai proposée en
1999, est encore d’actualité. Nous ne pouvons donner à cette question qu’une
réponse partielle. En effet, la comparaison dépend en grande partie de la qualité
des outils qui les implémentent. Par exemple, l’outil prototype Modella illus-
trant les travaux de [74] n’est pas suffisamment fiable pour être pris en compte.
Enfin, d’autres outils ne sont plus disponibles. Nous avons donc réduit notre
étude comparative aux outils suivants :

– Spot [25] est une bibliothèque C++ intégrant mes deux constructions
d’automates, avec leurs optimisations. Nous désignerons par Spot (LA-
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Optimisation Automate Produit synchronisé
Etats Transitions Etats Transitions

rien 1162 4458 231971 11344438
(1) 1023 3611 204247 9601659
(2) 1162 4458 229575 8509410
(3) 1056 4000 211001 10170928
(1)+(2) 1023 3611 202877 7544852
(1)+(3) 961 3331 192050 8790687
(2)+(3) 1056 4000 208817 7563089
(1)+(2)+(3) 961 3331 190684 6831836

Tab. 2.3 – Influence des optimisations sur 100 formules tirées aléatoirement

Optimisation Automate Produit synchronisé
Etats Transitions Etats Transitions

rien 250 1735 46387 3360454
(1) 189 622 37200 2271545
(2) 250 1735 46110 1951413
(3) 217 1599 39788 2816419
(1)+(2) 189 622 37174 1580669
(1)+(3) 165 527 32400 1865274
(2)+(3) 217 1599 39511 1590360
(1)+(2)+(3) 165 527 32374 1310746

Tab. 2.4 – Influence des optimisations sur 39 formules classiques
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CIM), l’outil utilisant la construction globale et par Spot (FM), celui
basé sur la construction locale.

– Spin [48] est un des outils de référence pour la vérification de système.
Il intègre un module de construction d’automates basé sur la première
construction locale [37], enrichi par des techniques de simplification d’au-
tomates. L’automate produit est un automate à états n’ayant qu’un seul
ensemble d’acceptation.

– LBT est un programme de construction d’automates intégré dans un outil
de vérification, l’outil Maria [65]. Il est basé sur la construction locale [37].

– Wring est un prototype illustrant les travaux de F. Sommenzi et R. Bloem.
Il est basé sur [37], intègre un module de simplification de la formule à
traduire et un module de réduction de l’automate construit.

– LTL2BA est un outil illustrant les travaux de P. Gastin et D. Oddoux
[35, 67]. Cette construction passe par des automates alternants faibles
pour produire l’automate d’une formule ; elle intègre aussi un module
de simplification de la formule à traduire et un module de réduction de
l’automate produit. L’outil génère des automates à transitions.

La table 2.5 donne les résultats expérimentaux de notre étude comparative
des outils. Celle-ci a été réalisée grâce à l’outil de test LBTT [79]. Nous avons
lancé les constructions sur 100 formules générées aléatoirement dont la taille va-
rie de 15 à 20. Les colonnes Automate donnent la taille cumulée des automates ;
les colonnes Produit synchronisé donnent la taille cumulée des produits synchro-
nisés des automates des formules avec un système comprenant 200 états. Notons
que la construction globale (Spot (LACIM)) n’est pas très efficace. Pour devenir
intéressante, la construction locale (LBT) doit intégrer des modules de simplifi-
cation de formules et d’automates (SPIN, Wring). Les meilleures constructions
sont celles produisant des automates à transitions (Spot (FM), LTL2BA). Ce-
pendant Spot (FM) se distingue de LTL2BA par le nombre de transitions du
produit synchronisé. Ces expérimentations prouvent que malgré sa simplicité,
la construction locale que j’ai proposée en 1999, reste efficace en comparaison
avec les autres techniques. Une question intéressante serait d’évaluer l’influence
des techniques de réduction d’automates de LTL2BA dans Spot (FM). Notons
que ces réductions se feraient aux détriments du caractère à la demande de la
construction locale.

La table 2.6 donne les résultats expérimentaux lorsque les automates pro-
duits par les outils sont transformés en automates compatibles avec l’outil SPIN.
Il est surprenant de constater que les outils LTL2BA et Spot (FM) donnent en-
core les meilleurs résultats. Nous aboutissons aux mêmes conclusions lorsque
l’expérimentation est appliqué à des formules classiques (voir les tables 2.5 et
2.8). Notez que nous avons intégré l’outil Modella dans ces nouvelles expéri-
mentations.

2.3 Tester le vide d’un ω-automate

Dans les méthodes de vérification à base d’automates, on construit le produit
synchronisé du système M et de l’automate traduisant la négation de la formule
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Outils Automate Produit synchronisé
Etats Transitions Etats Transitions

Spot (LACIM) 2675 40207 535000 32386360
Spot (FM) 961 3331 190684 6831836
Spin 2044 13924 398617 27056967
LBT 6502 38241 1281565 81134772
Wring 1793 4917 356716 16767017
LTL2BA 1004 3591 200729 10310947

Tab. 2.5 – Comparaison des outils de constructions sur 100 formules tirées
aléatoirement

Outils Automate Produit synchronisé
Etats Transitions Etats Transitions

Spot (LACIM) 5016 80135 1002558 53598468
Spot (FM) 1196 4601 235994 8642998

Spin 2044 13924 398617 27056967
Wring 1967 5565 391470 18690241

LTL2BA 1175 4577 234870 12759396

Tab. 2.6 – Comparaison des outils de constructions pour Spin sur 100 formules
tirées aléatoirement

Outils Automate Produit synchronisé
Etats Transitions Etats Transitions

Spot (LACIM) 428 3872 84800 4580084
Spot (FM) 165 527 32374 1310746
Spin 277 1196 54200 3548935
LBT 844 5584 161040 12530060
Wring 276 1480 50986 3041195
LTL2BA 169 506 33200 1941344
Modella 283 867 55689 2119971

Tab. 2.7 – Comparaison des outils de constructions d’automates sur 39 formules
classiques
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Outils Automate Produit synchronisé
Etats Transitions Etats Transitions

Spot (LACIM) 993 11182 174791 8198966
Spot (FM) 222 904 43119 1813690

Spin 277 1196 54200 3548935
Wring 407 5339 52386 3112719

LTL2BA 205 624 40200 2480261
Modella 283 867 55689 2119971

Tab. 2.8 – Comparaison des outils de constructions d’automates pour Spin sur
39 formules classiques

à vérifier. Ce produit synchronisé est essentiellement le produit cartésien des
deux automates dans lequel on ne garde que les paires de transitions étiquetées
par le même label ; d’un point de vue automate, il reconnâıt précisément les
comportements (ou les traces des comportements) du système ne vérifiant pas
la formule f .

Définition 2.9 Soit M = 〈S, S0, TM , αM , βM , λM 〉 un système. Soit A =
〈Q,Q0, TA, αA, βA, λA,Acc〉 un automate à transitions. Notons, la projection
sur M (resp. la projection sur A) la fonction πM (resp. πA) définie sur (S ×
Q) ∪ (TM × TA) par πM (zM , zA) = zM (resp. πA(zM , zA) = zA). Le produit
synchronisé de M et A est l’automate à transitions M ⊗A = 〈S × Q,S0 ×
Q0, T⊗, α⊗, β⊗, λ⊗,Acc⊗〉 où :

– T⊗ = {(tM , tA) ∈ TM × TA | λM (tM ) = λA(tA)}, et
– α⊗ et β⊗ sont définies par α⊗(tM , tA) = (αM (tM ), αA(tA)) et β⊗(tM , tA) =

(βM (tM ), βA(tA)), et
– λ⊗ est la restriction de πM à T⊗, et
– Acc⊗ est égal à π−1

A (Acc).

Notez que dans notre définition, le produit synchronisé est un automate à
transitions dont les étiquettes sont des transitions du système ; ainsi cet auto-
mate reconnâıt des mots infinis sur l’alphabet TM . Le produit synchronisé, le
système et l’automate sont liés par l’égalité :

L(M⊗A) = Pathω(M) ∩ λ−1
M (L(A)).

où L(M⊗A) est l’ensemble des mots infinis de transitions de M reconnus par le
produit, Pathω(M) est l’ensemble des comportements infinis de M et λ−1

M (L(A))
est l’ensemble des mots infinis de transitions dont la trace est acceptée par A.
Ainsi le problème de la vérification revient à déterminer si le langage L(M⊗
A) est vide. Ce problème se ramène à rechercher dans l’automate M⊗A un
cycle contenant au moins une transition de chaque ensemble d’acceptation et
accessible à partir d’un état initial. Notons qu’il n’est pas essentiel de considérer
tous les cycles de l’automate ; il est suffisant de rechercher une composante
fortement connexe, accessible à partir d’un état initial et contenant au moins
une transition de chaque ensemble d’acceptation.
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La recherche de composantes fortement connexes est traditionnellement réa-
lisée en appliquant l’algorithme de Tarjan [77, 81]. Cet algorithme est basé sur
un parcours en profondeur. Il utilise deux étiquettes associées aux sommets par-
courus, NFNUMBER et LOWLINK : NFNUMBER donne un numéro d’ordre
de la première visite du sommet et LOWLINK est utilisée pour caractériser
des représentants remarquables des composantes fortement connexes. Pendant
le parcours du graphe, les valeurs des NFNUMBER et LOWLINK sont mises
à jour. Quand un sommet vérifiant NFNUMBER=LOWLINK est dépilé, la
composante fortement connexe associée au sommet est traitée et les sommets
retirés du graphe par un second parcours en se limitant aux sommets non effa-
cés. Le défaut de cet algorithme est qu’une composante fortement connexe doit
être complètement parcourue avant d’être traitée. En particulier, l’algorithme
ne peut détecter un cycle acceptant à la volée, c’est-à-dire arrêter le calcul dès
que le graphe parcouru contient un comportement acceptant.

Le nouvel algorithme présenté dans cette section est une simple variation
de l’algorithme de Tarjan. La variable LOWLINK est remplacée par une pile
de numéros de visite des racines de composantes fortement connexes du graphe
parcouru. Nous stockons en plus dans cette pile les ensembles de conditions d’ac-
ceptation contenues dans chaque composante. Pendant le parcours en profon-
deur, la pile est mise à jour et à tout moment les composantes et leurs ensembles
de conditions sont connus. L’algorithme détecte un comportement acceptant à
la volée, et le parcours est arrêté dès qu’une des composantes contient au moins
une transition pour chaque condition d’acceptation.

Une description de l’algorithme est donnée figure 2.7. L’automate à transi-
tions est codé par :

– S0 est l’état initial,
– ACC est l’ensemble des conditions d’acceptation,
– RELATION ⊆ S ×ACC × S définit la relation de l’automate.

Notez que nous avons limité notre étude à un état initial. Un algorithme traitant
un ensemble d’états initiaux peut être facilement déduit de notre algorithme.
D’autre part, les ensembles d’acceptation sont définis par un étiquetage des
arcs. Nous n’avons pas représenté les valeurs des propositions élémentaires, car
celles-ci ne sont pas significatives pour la détection d’un cycle acceptant.

L’algorithme utilise les données suivantes pour la gestion du parcours et pour
la mémorisation de la pile des racines des composantes fortement connexes du
graphe parcouru :

– Num donne le nombre de sommet du graphe parcouru ; il est utilisé pour
initialiser le numéro de visite d’un sommet lors de sa première visite,

– Hash est une table (de hachage) contenant des couples (node, integer) ;
elle stocke les sommets parcourus avec le numéro de visite. Un numéro de
visite égal à zéro signale un sommet parcouru, effacé du graphe.

– Root est une pile de couples (integer, accepting conditionset) ; elle stocke
les racines des composantes ainsi que les conditions d’acceptations conte-
nues dans leurs composantes.

– Arc est une pile d’ensemble de conditions ; elle stocke les conditions des
arcs reliant les composantes représentées dans la pile Root.

Pendant l’exécution de l’algorithme, nous pouvons considérer :
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1 Check(){

2 Num = 1 ;

3 Hash.put(S0,1)

4 Root.push(1,EMPTYSET) ;

5 Arc.push(EMPTYSET) ;

6 Explore(S0,1) ;

7 }

8 Explore(Node v,int vorder){

9 for all (A,w) such that (v,A,w) in RELATION do {

10 (b,worder) = Hash.get(w) ;

11 if not(b) then {

12 (* w is a new explored node *)

13 Num = Num+1 ;

14 Hash.put(w,Num) ;

15 Root.push(Num,EMPTYSET) ;

16 Arc.push(A) ;

17 Explore(w,Num) ;

18 }

19 else if (worder <> 0) then {

20 (* w is a node of the current graph *)

21 (i,B) = Root.pop() ; B = B union A ;

22 while i>worder do {

23 A = Arc.pop() ; B = B union A ;

24 (i,A) = Root.pop() ; B = B union A ;

25 }

26 Root.push(i,B) ;

27 If B == ACC then report accepted cycle ;

28 }

29 }

30 (i,B) = Root.top() ;

31 if vorder == i then {

32 (* v is the root of a strongly connected component *)

33 Num = i-1 ;

34 Root.pop() ;

35 Arc.pop() ;

36 Remove(v) ;

37 }

38 }

39 Remove(Node v){

40 b=Hash.testset0(v) ;

41 if b then

42 for all (A,w) such that (v,A,w) in RELATION do

43 Remove(w) ;

44 }

Fig. 2.7 – Algorithme de vérification
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Fig. 2.8 – Un automate à transitions avec Acc = {a, b}

– le graphe effacé : le sous graphe contenant les sommets stockés dans Hash
de numéro de visite nul,

– le graphe courant : le sous graphe des sommets parcourus dont le numéro
de visite est non nul,

– le chemin courant : le chemin stocké dans la pile induit par le parcours
récursif en profondeur du graphe.

L’algorithme a été conçu pour préserver les propriétés suivantes à chaque
fois qu’un nouvel arc est parcouru :

Propriété 1. Le graphe effacé ne contient pas de cycle acceptant ;

Propriété 2. La pile Root ne contient que des sommets du chemin courant,
rangés dans le même ordre ;

Propriété 3. Si Root = (o1, A1)(o2, A2) . . . (op, Ap) alors o1 = 1 et la compo-
sante fortement connexe Ci du graphe courant est donnée par

∀i < p : Ci = {v ∈ graphe courant/oi ≤ ordre(v) ≤ oi+1 − 1}

et
Cp = {v ∈ graphe courant/op ≤ ordre(v) ≤ Num}

Propriété 4. Si la pile Arc contient B1 · B2 · · ·Bp, les composantes forte-
ment connexes sont reliées dans le graphe courant par des arcs (order−1(o1 −
1), Bi, order−1(oi)) avec i > 1. B1 est un ensemble de conditions représentant
un arc artificiel connecté à l’état initial, dont la valeur est toujours ∅.

Exemple 6 Pour illustrer les caractéristiques de l’algorithme, appliquons le
à l’automate de la figure 2.8. L’automate contient deux conditions (ACC =
{a, b}). La table 6 donne les valeurs des données pour chaque étape de l’algo-
rithme. Notez que les propriétés 1-4 attendues par l’algorithme sont vérifiées.

1. L’initialisation, lignes 2-6, est exécutée et la fonction Explore(A, 1) est
appelée.
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2. Parcourons l’arc A → B. B est un nouveau sommet, (Hash.get(B) re-
tourne (false, undefined)). Exécutons les lignes 12-17. Le sommet B dé-
finit une nouvelle composante fortement connexe du graphe parcouru : son
numéro de visite est empilé dans Root et l’ensemble de conditions de l’arc
A → B est empilé dans Arc.

3. Parcourons l’arc B → C. C est aussi un nouveau sommet et les lignes
12-17 sont exécutées.

4. Parcourons C → A. A a pour numéro de visite 1 (Hash.get(A) retourne
(true, 1)). Exécutons les lignes 20-27. Root et Arc sont dépilés jusqu’à ce
que la tête de la pile Root contienne un numéro de visite plus petit ou
égal à 1. Cette opération provoque la fusion des composantes {A}, {B}
et {C}. L’ensemble des conditions de la composante {A,B, C} est mise à
jour à {a}. Ligne 27, {a} 6= {a, b} et aucun cycle acceptant n’est détecté.

5. Parcourons C → D. D est un nouveau sommet.

6. Parcourons D → E. E est encore un nouveau sommet.

7. Parcourons E → D. D est un sommet de numéro de visite 4. Exécutons
les lignes 20-27. Root et Arc sont dépilés jusqu’à ce que la tête de la pile
Root contienne un numéro de visite plus petit ou égal à 4. Cette opération
provoque la fusion des composantes {D} et {E}.

8. A cette étape, tous les successeurs du sommet E ont été traversés. Lignes
30-31, le programme teste si E est une racine de composante fortement
connexe. Ce n’est pas le cas et donc le sommet E est ignoré.

9. A cette étape, tous les successeurs du sommet D ont été traversés. Lignes
30-31, E est vu comme une racine de composante fortement connexe.
L’exécution des lignes 32-36 provoque l’élimination des sommets de la
composante {D,E} du graphe courant.

10. Parcourons C → F . F est un nouveau sommet.

11. Parcourons F → G. G est un nouveau sommet.

12. Parcourons G → F . F est un sommet de numéro de visite 4. Exécutons
les lignes 20-27. Elles provoquent la fusion des composantes {F} et {G}.
A cette étape, l’ensemble des conditions de la composante est {a}.

13. Parcourons G → H. H est un nouveau sommet.

14. Parcourons H → F . F est un sommet de numéro de visite 4 . Exécutons
les lignes 20-27. Elles provoquent la fusion des composantes {F,G} et
{H}. Le calcul de l’ensemble des conditions donne {a, b}. Ligne 27, un
cycle acceptant est détecté et l’algorithme s’arrête : {F,G,H} contient un
cycle acceptant.

Proposition 2.10 Si un automate à transitions contient un cycle acceptant
accessible à partir de l’état initial, l’algorithme de vérification détecte une com-
posante fortement connexe contenant un cycle acceptant. De plus, l’algorithme
s’arrête dès que le graphe parcouru contient un cycle acceptant.
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Nœeud Transition Root Arc Hash

1 A.1 1.∅ ∅ A.1

2 A.1 A→B 1.∅, 2.∅ ∅ ∅ A.1, B.2

3 B.2 B→C 1.∅, 2.∅, 3.∅ ∅ ∅ {a} A.1, B.2, C.3

4 C.3 C→A 1.{a} ∅ A.1, B.2, C.3

5 C.3 C→D 1.{a}, 4. ∅ ∅ ∅ A.1, B.2, C.3, D.4

6 D.4 D→E 1.{a}, 4.∅, 5.∅ ∅ ∅ ∅ A.1, B.2, C.3, D.4, E.5

7 E.5 E→D 1.{a}, 4.{b} ∅ ∅ A.1, B.2, C.3, D.4, E.5

8 E.5 1.{a}, 4.{b} ∅ ∅ A.1, B.2, C.3, D.4, E.5

9 D.4 1.{a} ∅ A.1, B.2, C.3, D.0, E.0

10 C.3 C→F 1.{a}, 4.∅ ∅ {b} A.1, B.2, C.3, F.4, D.0, E.0

11 F.4 F→G 1.{a}, 4.∅,5.∅ ∅ {b} ∅ A.1, B.2, C.3, F.4, G.5, D.0, E.0

12 G.5 G→F 1.{a}, 4.{a} ∅ {b} A.1, B.2, C.3, F.4, G.5, D.0, E.0

13 G.5 G→H 1.{a}, 4.{a}, 6.∅ ∅ {b} ∅ A.1, B.2, C.3, F.4, G.5, H.6, D.0, E.0

14 H.6 H→G 1.{a}, 4.{a,b} ∅ {b} A.1, B.2, C.3, F.4, G.5, H.6, D.0, E.0

Tab. 2.9 – Une exécution de l’algorithme de vérification
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Fig. 2.10 – Automate à transitions développé

Les autres algorithmes [47], [40] fonctionnant à la volée ne traitent que des
automates de Büchi (des automates à états avec une unique condition). Ils
consistent en deux parcours en profondeur. Dans sa dernière version, l’algo-
rithme dit magique [40], à chaque fois que tous les successeurs d’un sommet
acceptant sont traités par le premier parcours, un second parcours est lancé
pour tester si ce sommet est accessible par un chemin non nul (voir [40] pour
une présentation complète de l’algorithme). Cet algorithme a deux défauts :
(1) Il ne traite pas des automates à transitions et nécessite une transformation
au préalable de l’automate ; (2) Il ne détecte pas de cycle acceptant dès que le
graphe parcouru en contient un (voir l’exemple 7).

Exemple 7 Pour appliquer l’algorithme magique [40] à l’automate à transi-
tions donné dans la figure 2.8, il faut le transformer en un simple automate de
Büchi. Ceci peut être réalisé en le synchronisant avec l’automate compteur de
la figure 2.9. La figure 2.10 donne le résultat de cette opération.

La table 7 donne les états du premier parcours de l’algorithme magique [40]
sur l’automate transformé en un automate de Büchi. Le second parcours ne
pourra commencer qu’à l’étape 30 : quand le premier parcours aura complète-
ment traité le sommet F2. Le second parcours (non représenté dans la table 7)
conduira à la détection du cycle acceptant F2 → G0 → F1 → G1 → H1 → F2.
Notez que dès l’étape 13, l’algorithme a parcouru tous les arcs contenus dans le
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Nœeud Transition Hash

1 A0 A0

2 A0 A0→B0 A0,B0

3 B0 B0→C1 A0,B0,C1

4 C1 C1→A1 A0,B0,C1,A1

5 A1 A1→B1 A0,B0,C1,A1,B1

6 B1 B1→C1 A0,B0,C1,A1,B1,C1

7 B1 B1→F1 A0,B0,C1,A1,B1,C1,F1

8 F1 F1→G1 A0,B0,C1,A1,B1,C1,F1,G1

9 G1 G1→F1 A0,B0,C1,A1,B1,C1,F1,G1

10 G1 G1→H1 A0,B0,C1,A1,B1,C1,F1,G1, H1

11 H1 H1→F2 A0,B0,C1,A1,B1,C1,F1,G1, H1,F2

12 F2 F2→G0 A0,B0,C1,A1,B1,C1,F1,G1, H1,F2,G0

13 G0 G0→F1 A0,B0,C1,A1,B1,C1,F1,G1, H1,F2,G0

14 G0 G0→H0 A0,B0,C1,A1,B1,C1,F1,G1, H1,F2,G0,H0

15 H0 H0→F0 A0,B0,C1,A1,B1,C1,F1,G1, H1,F2,G0,H0, F0

16 F0 F0→G0 A0,B0,C1,A1,B1,C1,F1,G1, H1,F2,G0,H0, F0

17 F0

18 H0

19 G0 G0→I0 A0,B0,C1,A1,B1,C1,F1,G1, H1,F2,G0,H0, F0,I0

20 I0 I0→J0 A0,B0,C1,A1,B1,C1,F1,G1, H1,F2,G0,H0, F0,I0,J0

21 J0 J0→K0 A0,B0,C1,A1,B1,C1,F1,G1, H1,F2,G0,H0, F0,I0,J0,K0

22 K0 K0→I0 A0,B0,C1,A1,B1,C1,F1,G1, H1,F2,G0,H0, F0,I0,J0,K0

23 K0 K0→L0 A0,B0,C1,A1,B1,C1,F1,G1, H1,F2,G0,H0, F0,I0,J0,K0,L0

24 L0 L0→K0 A0,B0,C1,A1,B1,C1,F1,G1, H1,F2,G0,H0, F0,I0,J0,K0,L0

25 L0

26 K0

27 J0

28 I0

29 G0

30 F2

Tab. 2.10 – Une exécution de l’algorithme magique

cycle et n’a pas pu détecter le comportement acceptant.

2.4 Vérification de systèmes probabilistes

Cette partie est consacrée à nos travaux [22] sur la vérification d’une formule
LTL sur un système probabiliste. Le résultat principal est la conception d’une
méthode à base d’automates pour résoudre ce problème, de complexité optimale.
Le point clef de la technique est l’exploitation des qualités de non ambigüıté et
de séparation des automates produits par les constructions globales.

Cette partie est organisée en 6 sections. Les deux premières sections donnent
quelques notions de la théorie de la mesure et la définition d’un système pro-
babiliste. La troisième section donne des propriétés des composantes fortement
connexes du produit synchronisé du système et de l’automate de la propriété. La
quatrième section établit le résultat principal sur la vérification d’une formule
LTL. La cinquième section décrit une méthode d’évaluation de la probabilité
qu’une formule LTL soit vraie. Nous terminons cette partie par une étude ex-
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périmentale.

2.4.1 Notions de mesure

Une tribu (ou σ-algèbre) A sur un ensemble X est un ensemble de parties de
X tel que ∅ ∈ A,A est clos par complémentation et union dénombrable. La paire
(X,A) est appelée espace mesurable, et les éléments de A sont appelés ensembles
mesurables. Etant donnés deux espaces mesurables (X1,A1) et (X2,A2), une
fonction f : X1 → X2 est appelée fonction mesurable si l’image inverse f−1(Y2)
de tout ensemble mesurable Y2 de X2 est un ensemble mesurable de X1.

Une mesure µ sur un espace mesurable (X,A) est une fonction de A dans
R+ telle que (1) µ(∅) = 0, et (2) pour toute famille dénombrable (An)n∈N
d’ensembles deux à deux disjoints dans A, µ(

⋃
n∈N An) =

∑
n∈N µ(An). Une

mesure de probabilité sur (X,A) est une mesure µ sur (X,A) tel que µ(X) = 1.
Soit Σ un alphabet fini, notons CΣ l’ensemble des cylindres w · Σω avec

w ∈ Σ∗, et par BΣ la tribu (sur Σω) engendrée par CΣ. La proposition suivante
donne des propriétés élémentaires sur cette tribu.

Proposition 2.11 Soit Σ un alphabet fini. Pour tout langage L ⊆ Σω, les
assertions suivantes sont équivalentes

i) L est mesurable
ii) K · L est mesurable pour tout langage K ⊆ Σ∗

iii) w · L est mesurable pour tout mot fini w ∈ Σ∗

iv) K−1L est mesurable pour tout langage K ⊆ Σ∗

v) a−1L est mesurable pour toute lettre a ∈ Σ.

Une classe importante de fonctions mesurables est obtenue en étendant les
fonctions entre deux alphabets. Nous parlerons de ω-extension.

Définition 2.12 Soit Σ1, Σ2 deux alphabets finis. Soit f une fonction de Σ1 →
Σ2, une ω-extension f̄ de f est une fonction f̄ : Σω

1 → Σω
2 définie par f̄(a0a1 · · · an · · · ) =

f(a0)f(a1) · · · f(an) · · · .

Une ω-extension d’une fonction f sera généralement notée f , plutôt que f̄ .

Proposition 2.13 L’ ω-extension de toute fonction f : Σ1 → Σ2 est mesurable.

Le théorème suivant montre comment déduire une mesure sur la tribu BΣ à
partir d’une fonction réelle positive sur les cylindres.

Théorème 2.14 (Extension d’une mesure) Soit f une fonction de CΣ →
R+, les assertions suivantes sont équivalentes :

i) f(w · Σω) =
∑

a∈Σ f(wa · Σω) pour tout w ∈ Σ∗

ii) il existe une unique mesure µ sur (Σω,BΣ) telle que µ et f sont égales
sur CΣ.
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2.4.2 Système de transitions probabiliste

Par souci de simplification, nous considérons que les systèmes et les auto-
mates à transitions sont étiquetés par des lettres d’un alphabet fini. On parlera
donc librement de systèmes ou d’automates sur un alphabet Σ. Nous utilisons
les notations •u et u• pour représenter les successeurs et les prédécesseurs d’un
état ou d’une transition u ; nous appliquons aussi cette notation à des ensembles
d’états et de transitions.

Un système de transitions probabiliste (sur Σ) est une structure M = 〈S, T, α, β, λ, P0, P 〉
où :

1. 〈S, T, α, β, λ〉 est un système de transitions sur Σ, et
2. P0 : S → [0, 1] est une distribution de probabilité initiale, i.e.

∑
s∈S P0(s) =

1,
3. P : T →]0, 1] est une fonction de probabilité sur les transitions satisfaisant∑

t∈s• P (t) = 1, pour tout s ∈ S.
Nous pouvons observer que la troisième condition impose que tout état est
source d’au moins une transition.

A partir du théorème 2.14, nous définissons µM comme l’unique mesure sur
(Tω,BT ) vérifiant les identités suivantes sur les cylindres :

1. µM (Tω) = 1, et
2. pour tout mot non vide t0t1 · · · tn ∈ T ∗,

µM (t0t1 · · · tn·Tω) =
{

P0(•t0)P (t0)P (t1) · · ·P (tn) si t0t1 · · · tn ∈ Path∗(M)
0 sinon.

Dans la suite de notre étude, (Tω,BT , µM ) est considéré comme espace de
probabilité.

Proposition 2.15 Nous avons µM (Pathω(M)) = 1.

Rappelons qu’un langage défini par un automate à transitions est mesu-
rable :

Théorème 2.16 ([84]) Pour tout automate à transitions A, le langage L(A)
est mesurable sur Σω.

Nous en déduisons que l’ensemble des comportements infinis (d’un système
probabiliste) satisfaisant une formule LTL est mesurable, et ainsi sa probabilité
peut être définie

Corollaire 2.17 Soit A un automate à transitions et M un système probabi-
liste, l’ensemble des comportements de M “acceptés” par A (i.e. Pathω(M) ∩
λ−1(L(A))) est un sous ensemble mesurable de Tω.

L’ensemble des états s ∈ S tel que P0(s) > 0 représente les états initiaux.
Soit s un état, notons M [s] le système probabiliste M avec s comme unique
état initial (i.e. la distribution initial P ′

0 de M [s] est définie par P ′
0(s) = 1).

Les observation suivante sont facilement déduites de la propriété d’unicité de la
mesure µM :
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Proposition 2.18 Pour tout langage mesurable L ⊆ Tω, nous avons :

µM (L) =
∑
s∈S0

P0(s) · µM [s](L).

Proposition 2.19 Pour tout état s, nous avons µM [s](Pathω(M, s)) = 1.

Proposition 2.20 Pour tout état s et tout langage mesurable L ⊆ Tω, nous
avons :

µM [s](L) =
∑
t∈s•

P (t) · µM [t•](t
−1L).

Lemme 2.21 Soit K ⊆ T ∗. S’il existe k ∈ N tel que pour tout σ ∈ Path∗(M),
nous avons σ · σ′ ∈ K · T ∗ pour au moins un mot σ′ ∈ T k, alors nous avons
µM (K · Tω) = 1.

Les deux propositions suivantes sont déduites du lemme 2.21, et établissent
les relations d’équités fortes d’un système probabiliste : (1) un comportement fi-
nit inévitablement dans une composante fortement connexe maximale (ou puit),
et (2) un comportement aboutissant dans une composante fortement connexe
maximale donnée parcourt presque sûrement infiniment souvent tout chemin
fini de la composante.

Proposition 2.22 Soit Path∗max l’ensemble des comportements finissant dans
une composante fortement connexe maximale. Nous avons µM (Path∗max ·Tω) =
1.

Proposition 2.23 Soit ρ un chemin fini contenu dans une composante forte-
ment connexe maximale C, et soit s un état de C. Nous avons µM [s]((T ∗ ·ρ)ω) =
1.

2.4.3 Propriétés du produit synchronisé

A partir de maintenant, nous considérerons le système probabiliste M =
〈S, TM , αM , βM , λM , P0, P 〉 et l’automate à transitions A = 〈Q,TA, αA, βA, λA, Q0,Acc〉.
Le produit synchronisé du système et de l’automate sera noté M⊗A = 〈S ×
Q,T⊗, α⊗, β⊗, λ⊗, S0 ×Q0,Acc⊗〉.

Rappellons que le produit synchronisé M⊗A, le système M et l’automate
A sont liés par l’identité

L(M⊗A) = Pathω(M) ∩ λ−1
M (L(A)).

Nous voulons déterminer si M satisfait A avec une probabilité positive
(µM (L(M⊗A)) > 0). Le langage L(M⊗A) peut être réécrit comme une union
des L(M⊗A[s, q]) où les (s, q) représentent les états initiaux du produit syn-
chronisé. Ainsi, le problème de la vérification probabiliste peut être réduit à
tester si µM (L(M⊗A[s, q])) > 0 pour au moins un état (s, q) ∈ S0 ×Q0.

Par souci de lisibilité, nous noterons L(s, q), le langage L(M⊗A[s, q]), et
nous définissons la fonction V : S ×Q → [0,+∞[ avec V (s, q) = µM [s](L(s, q)).
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Remarquez que L(s, q) = Pathω(M [s]) ∩ λ−1(L(A[q])). Comme M⊗A est vu
comme un automate à transitions, alors pour tout (s, q) ∈ S ×Q, nous avons :

L(s, q) =
⋃

(tM ,tA)∈(s,q)•

tM · L(tM •, tA
•).

Nous déduisons de l’égalité précédente que V (s, q) > 0 ssi V (s′, q′) > 0 pour
au moins un état (s′, q′) accessible à partir de (s, q) (i.e. (s, q) ∗−→ (s′, q′)). Ainsi,
l’ensemble des états V −1(]0,+∞[) est clos en arrière, et toute SCC (composante
fortement connexe) est incluse dans V −1(]0,+∞[) ou dans V −1({0}). Ceci nous
amène à une classification des composantes fortement connexes :

Définition 2.24 Une SCC C de M⊗A est appelée :
– nulle si C ⊆ V −1({0}),
– persistante si C est une SCC maximale parmis les SCCs non nulles,
– transitoire sinon.

Il en résulte que la vérification probabiliste se réduit à tester l’existence
d’une SCC non nulle accessible, ou, de manière équivalente, une SCC persistante
accessible. Malheureusement, ces notions ne sont pas locales : par exemple, la
persistance d’une SCC dépend des autres SCC de M⊗A. Pour concevoir une
méthode de vérification efficace, nous recherchons une caractérisation locale des
SCC non nulles.

Soit C une SCC de M⊗A et (s, q) un état de C, notons (M⊗A)|C [s, q]
l’automate M⊗A restreint aux états de C, nous définissons LC(s, q) et VC(s, q)
par : LC(s, q) = L((M⊗A)|C [s, q]) et VC(s, q) = µM [s](LC(s, q)).

Définition 2.25 Une SCC C de M⊗A est dite localement positive si VC(s, q) >
0 pour tout (s, q) ∈ C.

Remarque Une SCC C est localement positive ssi VC(s, q) > 0 pour au moins
un état (s, q) ∈ C.

Il est clair qu’une SCC persistante est localement positive. La réciproque est
fausse, mais une SCC localement positive est non nulle. Ainsi, nous aboutissons
à la proposition suivante :

Proposition 2.26 Nous avons µM (L(M⊗A)) > 0 ssi il existe une SCC loca-
lement positive accessible à partir d’un état initial de M⊗A.

2.4.4 Problème de la satisfaction

Comme les SCC localement positives jouent un rôle majeur dans la vérifica-
tion probabiliste, nous en recherchons une caractérisation facilement testable.
Cette caractérisation est basée sur deux propriétés des SCC : la complétude
et l’acceptation. Nous montrons qu’une SCC est localement positive ssi elle est
complète et acceptée. Nous montrons que ces deux propriétés sont faciles à véri-
fier quand l’automate A est non ambigu et séparé (ce qui est le cas des automate
d’une formule LTL produit par les constructions globales).
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Définition 2.27 Soit C une SCC de M⊗A. Notons Path∗(M, s), l’ensemble
des chemins de M partant de l’état s. Notons Trace∗((M⊗A)|C , (s, q)), l’en-
semble des traces des chemins finis dans la composante C partant de l’état (s, q).
Alors C est dite complète si pour état s ∈ πM (C), nous avons :

Path∗(M, s) =
⋃

q∈Q | (s,q)∈C

Trace∗((M⊗A)|C , (s, q)). (2.1)

Remarque Une SCC C est complète ssi (2.1) est satisfaite pour au moins un
état s ∈ πM (C).

Nous dirons qu’une SCC C est acceptée si l’ensemble des transitions de A
“contenues”dans C intersecte toutes les conditions d’acceptation de l’automate.

Définition 2.28 Une SCC C de M⊗A est acceptée si ∀acc ∈ Acc⊗, (•C ∩
C•) ∩ acc 6= ∅.

Le résultat suivant montre que toute composante complète et acceptée est
localement positive. La proposition établit un résultat plus précis, utile dans la
méthode d’évaluation de la probabilité d’une formule.

Proposition 2.29 Soit C une SCC de M⊗A. Si C est complète et acceptée,
alors pour tout s ∈ πM (C) nous avons :

µM [s]

 ⋃
q∈Q | (s,q)∈C

LC(s, q)

 = 1.

La proposition suivante établit la réciproque.

Proposition 2.30 Si C est localement positive de M⊗A, alors C est complète
et acceptée.

Nous avons montré jusqu’à présent que les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

i) M satisfait A avec une probabilité positive,

ii) il existe une SCC complète et acceptée accessible à partir d’un état initial
de M⊗A.

Observons que l’acceptation d’une SCC est extrêmement simple à vérifier.
Nous montrons maintenant que la propriété de complétude peut être testée
efficacement quand A est non ambigu et séparé. Informellement, sous cette
hypothèse, le test de complétude se ramène à compter les transitions de la
composante, comme l’exprime le lemme suivant :

Lemme 2.31 Soit C une SCC de M⊗A. Si A est non ambigu et séparé, alors
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

– C est complète
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– pour tout (s, q) ∈ C, s appartient à une SCC de M maximale et∑
s∈πM (C)

| •s ∩ SCC(s)• | · | π−1
M (s) ∩ C | = | •C ∩ C• | .

Les théorèmes suivants sont déduits des propositions précédentes, et de la
méthode de construction globale d’un automate pour une formule LTL.

Théorème 2.32 Si A est non ambigü et séparé alors tester que M satisfait A
avec une probabilité non nulle peut être réalisé en temps O(| Acc |)·O(| M⊗A |).

Théorème 2.33 Soit f une formule LTL. Tester que M satisfait f avec une
probabilité non nulle peut être réalisé en temps O(| elT (f) |) · O(| M |) ·
O(2|elT (f)|).

2.4.5 Problème de l’évaluation

Le problème de l’évaluation ne peut être raisonnablement étudié seulement
quand l’automate est non ambigu : cette propriété implique que les probabilités
V (s, q) sont des solutions d’un système d’équations linéaires. Ce système peut
être résolu sur chaque SCC non nulle suivant un ordre topologique. La nature
de ces systèmes dépend du type de composantes : pour les composantes tran-
sitoires, les systèmes n’ont qu’une solution, pour les composantes persistantes,
l’ajout d’une équation indépendante est nécessaire pour résoudre le système.
Dans le cas où l’automate A est séparé, nous donnons les équations linéaires
manquantes. Notez que ces résultats conduisent à une méthode de calcul de la
probabilité d’une propriété quand l’automate est non ambigu et séparé, et tout
particulièrement quand la propriété est exprimée par une formule LTL.

Proposition 2.34 Soit A un automate non ambigu. Soit C une SCC de M⊗A.
Soit EC le système d’équations linéaires

V(s, q) =
∑

(tM ,tA)∈(s,q)•

P (tM ) ·V(tM •, tA
•)

avec (s, q) ∈ C. Si C est persistente alors rang(EC) = |C| − 1. Si C est transi-
toire alors rang(EC) = |C|.

Proposition 2.35 Si A est un automate séparé et C est une SCC persistante
de M ⊗A alors ∑

q:(s,q)∈C

V(s, q) = 1

2.4.6 Expérimentations

Nous avons implémenté notre technique dans l’outil ProbaTaf. Les systèmes
probabilistes sont décrits par des réseaux de Petri (bornés). Les formules LTL
sont définies à partir des noms des transitions, de propositions sur les marquages
(e. g. ”P” pour ”la place P est marquée”) et la proposition élémentaire dead
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n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

X ndead sat 2 2 11 46 99 268 836 1815 4205 9713 19686
eval 10 24 36 73 161 378 977 2114 5053 9665 21057

X ndead sat 1 1 2 4 3 6 10 6 10 13 9
∧G(dead ⇒ Xdead) eval 2 6 6 8 11 23 26 32 40 50 56

Tab. 2.11 – Temps de calcul des problèmes sat. et eval. appliqués au jeu de dé

pour les transitions fictives attachées aux états bloquants. L’outil permet aussi
bien de tester la satisfaction d’une formule et son évaluation. Nous avons utilisé
plusieurs techniques avancées :

– La technologie des BDD pour calculer, simplifier et stocker l’automate
traduisant une formule.

– Une adaptation de l’algorithme de vérification à la volée.
– Un algorithme simplifié d’élimination de Gauss pour résoudre les systèmes

d’équations linéaires : il est toujours possible de sélectionner les pivots sur
la diagonale.

Nous concluons notre étude par l’application de notre technique à deux
exemples. L’objectif est de donner un bref aperçu de l’intérêt et des limites de
notre approche.

Exemple 8 Le premier exemple est emprunté à Knuth et Yao[51]. Ils intro-
duisent des questions essentielles relatives à la génération de valeurs aléatoires.
La première technique concerne la génération de valeurs aléatoires avec une dis-
tribution uniforme sur un ensemble fini. Supposons que l’on veuille simuler un
dé parfait avec une pièce de monnaie biaisée. Il suffit de lancer la pièce quatre
fois et d’écarter les cas où le nombre de piles et de faces sont différents. Si les
lancers sont acceptés, nous utilisons la table de correspondance suivante : 0011
→ 1, 0101 → 2, 0110 → 3, 1001 → 4, 1010 → 5, 1100 → 6 (pile est codé par 1
et face par 0). Quand les trois premiers lancers sont identiques, nous pouvons
écarter immédiatement les lancers. Le jeu continue jusqu’à ce qu’un résultat
soit valide.

L’outil ProbaTaf nous a permis de vérifier expérimentalement la propriété
d’uniformité pour différentes valeurs de biais de la pièce. Cependant, nous avons
observé que le nombre de lancers crôıt en fonction de la valeur de biais. Pour
vérifier cette propriété, nous avons considéré la propriété ”obtenir un résultat
en moins de n lancers”. Cette propriété s’exprime en LTL par X ndead et nous
l’avons évaluée pour plusieurs valeurs de biais. Hélas, le problème de satisfaction
et d’évaluation de cette formule a un coup exponentiel en fonction de n (voir
la table 2.11). En effet, l’automate traduisant la formule LTL par la méthode
globale a un nombre exponentiel d’états. L’ajout de la tautologie G(dead ⇒
X dead) à notre formule réduit la complexité des calculs à des temps linéaires
(voir la table 2.11). Cette expérimentation met en avant le problème d’explosion
combinatoire. Ce problème pourrait être partiellement résolu en développant une
méthode de construction locale produisant des automates non ambigus et séparés
sur leurs composantes fortement connexes.
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i 0 1 2 3 4

F (Ei ∧X (dead ∧ ¬Ei)) 0.034 0.068 0.068 0.068 0.0010

Tab. 2.12 – Probabilité d’être deuxième sur un arbre équilibré de profondeur 5

profondeur 2 3 4 5

F (dead ∧ E0) sat 3 7 8 4841
eval 21 19 94 99797

F (E0 ∧X (dead ∧ ¬E0)) sat 3 3 19 4894
eval 17 28 242 336821

Tab. 2.13 – Temps de calcul des problèmes sat. et eval. sur l’algorithme d’élec-
tion

Exemple 9 Dans [62], les auteurs proposent un algorithme distribué probabi-
liste sur un réseau bidirectionnel acyclique connexe résolvant le problème de
l’élection. Le principe de cet algorithme est extrêmement simple : un sommet
n’ayant plus qu’un voisin peut être éliminé ; un sommet sans voisin devient
alors l’élu. En jouant sur les probabilités qu’un sommet ayant un unique voisin
soit éliminé, les sommets du graphe ont la même probabilité d’être élus. L’idée
mâıtresse est d’associer à tout sommet un poids définissant linéairement sa pro-
babilité d’être éliminé parmi les sommets sans voisin. Initialement, les sommets
ont un poids de 1. Quand un sommet est retiré du graphe, il donne son poids à
son unique voisin.

L’outil ProbaTaf nous a permis d’observer la propriété d’uniformité de l’al-
gorithme pour plusieurs exemples de graphes. L’expérimentation consiste à éva-
luer la probabilité de la formule F (dead∧Ei) où Ei indique que le sommet i reste
candidat à élection. Par pur hasard, nous avons mis en lumière une propriété
surprenante de l’algorithme : la probabilité qu’un sommet donné soit finaliste
(élu ou dernier éliminé) est proportionnelle à son nombre de voisins. Nous ob-
servons cette propriété dans la table 2.12 sur un arbre équilibré de profondeur
5, où l’index i représente la profondeur du sommet étudié. Depuis cette consta-
tation, un des concepteurs de l’algorithme a prouvé formellement la validité de
la propriété.

Nous avons conduit quelques expérimentations sur l’algorithme d’élection
pour des arbres équilibrés. La taille du système probabiliste crôıt doublement
exponentiellement en fonction de la profondeur de l’arbre. Pour un arbre de
profondeur 5, le système probabiliste à 459829 états et 3599198 transitions.
La table 2.13 donne le temps de calcul pour tester la satisfaction et évaluer la
probabilité de la formule ”̂etre deuxième”. La différence des temps de calcul s’ex-
plique essentiellement par l’utilisation d’un algorithme à la volée pour résoudre
le problème de satisfaction, amplifié par le coût de la résolution des systèmes
d’équations linéaires utilisée pour évaluer la probabilité.
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2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé trois aspects de la vérification LTL :
la traduction d’une formule en un automate à transitions, le test du vide d’un
automate à transitions et la vérification de systèmes probabilistes.

Malgré les nombreux travaux récents, nous avons expérimentalement montré
que la méthode de construction d’automates que j’ai proposée en 1999, est très
compétitive malgré sa simplicité. Ce résultat est à prendre avec beaucoup de
précaution. En effet, j’ai profité de la qualité et de l’enthousiasme des concep-
teurs de l’outil Spot et tous les créateurs de nouvelles méthodes n’ont pas eu
une chance équivalente. La réalisation d’un outil efficace exige un module de
simplification de formules LTL, un module de construction intégrant des opti-
misations et un module de simplification d’automates. La moindre faille dans
l’implémentation peut rendre l’outil peu compétitif. A mon avis, la qualité pre-
mière de ma méthode est sa simplicité. Elle n’exige qu’un nombre très restreint
d’optimisations pour être efficace et ne nécessite pas de module de simplification
d’automates. Mon attention initiale était pédagogique et répondait au besoin
de traiter intégralement des exemples de calcul d’automates. Or, même actuel-
lement, peu d’articles n’arrivent à illustrer leurs méthodes par un exemple. La
solution que j’ai proposée répondait parfaitement à ces besoins. Pour preuve,
mes premières données expérimentales étaient réalisées à la main. Cette qualité
est un atout pour ma technique pour qui veut implémenter une méthode de
construction d’automates dans le dessein de concevoir un outil de vérification.

Jusqu’à présent, la méthode la plus utilisée pour tester à la volée le vide d’un
automate est l’algorithme magique. Nous avons mis en évidence par un exemple
que cet algorithme ne fonctionne que partiellement à la volée. Dans un article
récent [36], les auteurs ont conçu un algorithme analogue au mien, basé sur l’al-
gorithme de Tarjan. Ils ont montré par de nombreuses expérimentations que leur
algorithme parcourt beaucoup moins d’états que l’algorithme magique quand
un automate contient un cycle acceptant. Il est plus que probable que mon algo-
rithme possède les mêmes qualités. Il possède un atout supplémentaire : traiter
des automates à transitions. Cependant il faut se méfier des conclusions hâtives ;
une étude expérimentale doit être menée pour évaluer la qualité de l’algorithme.
Avec les concepteurs de l’outil Spot, nous avons le projet de réaliser une version
de l’outil Spin basée sur les automates à transitions utilisant les mêmes tech-
niques de réduction par ordre partiel. Nous pensons adapter notre algorithme
de vérification pour tenir compte plus finement de certaines propriétés d’équité
dans le parcours partiel des états du système étudié. Informellement, dans les
techniques de réduction par ordre partiel, une action réalisable du système ne
peut être indéfiniment oubliée ; sinon les propriétés de sûreté et de vivacité ne
seront pas préservés par le graphe réduit du système. La réalisation de ce projet
donnera, à mon avis, un outil fiable d’évaluation des méthodes et des idées que
j’ai développées dans ce chapitre.

Nos contributions sur la vérification de systèmes probabilistes sont essen-
tiellement théoriques. En effet, nous avons résolu le problème de la vérification
d’une formule LTL par une technique à base d’automates. Pour être efficace, il
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est essentiel de concevoir des techniques de traduction locale d’une formule LTL
pour produire des automates non ambigus et séparés. Aborder des systèmes de
grandes tailles ne pourrait être possible qu’en adaptant des techniques ayant
fait leur preuve, telles que les méthodes par ordre partiel. L’aboutissement de
ce projet constitue un véritable chalenge
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Chapitre 3

Dépliages de réseaux de Petri

Ce chapitre est consacré à la présentation d’un ensemble de méthodes dites
par ordre partiel. Jusqu’à présent, nous nous sommes intéressés aux algorithmes
de base pour la vérification d’une formule LTL. L’objectif des méthodes par
ordre partiel concerne l’optimisation des méthodes de vérification en tenant
compte des notions d’entrelacement et de concurrence des événements d’un
système. Dans certaines de ces méthodes [82, 86, 83, 68, 39], le principe est
de parcourir partiellement l’espace d’états tout en garantissant la validité de
la vérification. Ce sont ces techniques qui ont été mises en œuvre dans des ou-
tils comme SPIN [48]. Les méthodes abordées dans ce chapitre sont basées sur
une représentation explicite de l’ ordre partiel liant les événements du système
étudié. Le modèle retenu pour représenter les comportements est un type par-
ticulier de réseaux de Petri, les réseaux d’occurrence. Le réseau d’occurrence
décrit l’ordre partiel entre les événements, alors qu’un homomorphisme associe
aux événements les transitions du réseau étudié. Cette association est connue
dans la littérature sous le terme de processus arborescent. Elle a été initiale-
ment introduite dans [66, 27] pour définir une sémantique arborescente de la
concurrence dans les réseaux de Petri. Un résultat majeur de cette construction
est l’existence d’un unique plus grand processus arborescent contenant tous les
processus, appelé dépliage.

Pour un réseau de Petri, le nombre d’événements du dépliage est infini dès
qu’une séquence infinie de franchissements est réalisable. Les méthodes de véri-
fication que nous présentons ici, reposent sur le calcul d’une partie du dépliage
du réseau, appelée préfixe fini. Une des difficultés majeures de ces méthodes
est de s’assurer qu’un préfixe fini est suffisamment grand pour permettre la
vérification d’une propriétés donnée. McMillan [60, 59] donne une méthode de
construction d’un préfixe fini adapté à la détection d’états bloquants et plus
généralement à la vérification de certaines propriétés d’accessibilité. De nom-
breux auteurs [28, 20, 69, 41, 21, 18, 29, 30] ont étendu ces méthodes pour
la vérification de propriétés de vivacité, et plus généralement de propriétés de
logique temporelle.

Dès 1996, nous avons proposé une nouvelle représentation du graphe d’états
en termes de graphe de préfixes finis [69, 20, 21, 18] et l’avons appliquée à la
vérification de propriétés de logique temporelle. Le principe repose sur une

43
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idée simple : (1) identifier les transitions observables (celles pouvant modi-
fier les valeurs des propositions élémentaires intervenant dans la formule) ; (2)
construire un graphe dont les nœuds sont des préfixes finis ne faisant pas ap-
parâıtre de transitions observables ; (3) réaliser la vérification sur ce graphe
en tenant compte des comportements bloquants et cycliques contenus dans les
nœuds.

En 2001, nous avons poursuivi nos travaux sur le dépliage selon deux direc-
tions. Nous avons généralisé les méthodes de dépliage à des réseaux de Petri
intégrant des symétries, et montré comment déplier des produits de réseaux de
Petri symétriques. L’aboutissement de cette étude est la conception d’une mé-
thode efficace pour traiter des systèmes communicants par rendez-vous et par
échanges de messages [1].

Après avoir introduit les notions de base (section 3.1) sur lesquelles reposent
les méthodes de vérification, nous présentons la structure fondamentale qu’est
le dépliage d’un réseau de Petri (section 3.2). La suite de ce chapitre est consa-
crée à l’étude des méthodes de vérification proprement dites. La section 3.3 est
dédiée à la construction de préfixes finis, à la vérification de propriétés de sûreté
et à l’existence de comportements infinis. La section 3.4 présente de manière
synthétique nos travaux sur les graphes de préfixes fini et leurs applications à la
vérification de formules de logique temporelle. Les sections 3.5, 3.6 et 3.7 traitent
du dépliage de réseaux symétriques et de produit de réseaux symétriques.

3.1 Notions élémentaires

Cette section est dédiée à la présentation des deux notions essentielles sur
lesquelles reposent la méthode des dépliages :

– les homomorphismes de réseaux qui précisent comment les comportements
d’un réseau peuvent être simulés par un autre réseau,

– les réseaux d’occurrence qui sont une classe particulière de réseaux de
Petri employée pour cette simulation.

3.1.1 Réseaux de Petri

La notion de multi-ensemble est une structure algébrique qui permet de
définir des réseaux de Petri avec un nombre infini de places et de transitions.

Définition 3.1 (Multi-ensemble) Soit E un ensemble (fini ou infini). Une
application u de E dans IN est un multi-ensemble si u est à support fini (u−1(IN∗)
est fini). L’ensemble des multi-ensembles de E est noté IN|E|.

Un multi-ensemble sur un ensemble E est généralement représenté par une
combinaison linéaire fini d’éléments de E. Nous serons amenés à considérer les
extensions suivantes sur les multi-ensembles :

– Tout sous-ensemble fini X de E est considéré comme un multi-ensemble
de E : X =

∑
x∈X x.
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– Soient E et F deux ensembles. Toute application h de E dans F est
étendue en une application sur les multi-ensembles de E dans ceux de F :
∀u ∈ IN|E|, h(u) =

∑
e∈E u(e) · h(e).

Les réseaux considérés dans ce chapitre ne sont pas nécessairement finis, i.e.,
les nombres de places et/ou de transitions peuvent être infinis. Toutefois, nous
imposons que pour toute transition t, Pre(t) et Post(t) ont un support fini et
non nul, et que le marquage initial est aussi un support fini.

Définition 3.2 (Réseau de Petri) Un réseau de Petri R est une structure
〈P, T,Pre,Post〉 où

– P et T sont des ensembles (finis ou infinis) disjoints,
– Pre et Post sont de fonctions de T dans IN|P | \ {0}.

Les éléments de P et T sont appelés des places et des transitions, et Pre et Post
sont les fonctions de pré- et post-conditions des transitions. Un marquage m
de R est un multi-ensemble de P ( m ∈ IN|P |). Un réseau marqué 〈R,m0〉 est la
donnée d’un réseau de Petri R et d’un marquage initial m0. Un réseau étiqueté
〈R,Σ, λ〉 est la donnée d’un réseau R, d’un alphabet fini Σ et d’une fonction
d’étiquetage sur les transitions λ : T → Σ.

La sémantique opérationnelle d’un réseau de Petri est donnée par la règle
de franchissement.

Définition 3.3 (Règle de franchissement) Soit R = 〈P, T,Pre,Post〉 un
réseau de Petri. Soient t une transition et m un marquage de R. Une transition
t est franchissable à partir de m (noté par m[t >) si Pre(t) ≤ m. Franchir une
transition t à partir du marquage m amène au marquage m′ (noté par m[t > m′)
défini par :

m′ = m + Post(t)− Pre(t). (3.1)

La relation de franchissement peut être étendue inductivement à tout sé-
quense de transitions par : m1[ε > m2 si m1 = m2, et m1[σ · t > m2 si
∃m : m1[σ > m ∧m[t > m2. Un marquage m est accessible à partir d’un mar-
quage m0 (ou accessible dans le réseau marqué 〈R,m0〉) si ∃σ ∈ T ∗ : m0[σ > m.
Posons σ, l’image commutative de σ, l’état m′ atteint à partir de m par le fran-
chissement de σ est donné par l’équation :

m′ = m + Post(σ)− Pre(σ). (3.2)

Nous notons Reach(R, m0) l’ensemble des marquages accessibles du réseau
marqué 〈R,m0〉. La définition suivante liste des qualités importantes d’un réseau
de Petri.

Définition 3.4 (Propriété d’un réseau) Soit R = 〈P, T,Pre,Post〉 un ré-
seau de Petri. Un marquage m est dit sain si ∀p ∈ P,m(p) ≤ 1. Le réseau de
Petri R est dit :

– fini si |P | < +∞∧ |T | < +∞,
– élementaire si ∀p ∈ P,∀t ∈ T,Pre(t)(p) ≤ 1 ∧ Post(t)(p) ≤ 1.

Soit m0 un marquage de R. Le réseau marqué 〈R,m0〉 est dit :
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– borné si |Reach(R,m0)| < +∞,
– sain si ∀m ∈ Reach(R,m0) : m est sain,
– quasi-vivant si ∀t ∈ T,∃m ∈ Reach(R,m0) : m[t >.

Dans la suite de ce chap̂ıtre, nous utilisons les notations suivantes sur la
structure graphique d’un réseau de Petri R = 〈P, T,Pre,Post〉 :

– l’ensemble des prédécesseurs (resp. des successeurs) d’une place p est défini
par : •p = {t ∈ T |Post(t)(p) 6= 0} (resp. p• = {t ∈ T |Pre(t)(p) 6= 0}),

– l’ensemble des prédécesseurs (resp. des successeurs) d’une transition t est
défini par : •t = {p ∈ P |Pre(t)(p) 6= 0} (resp. t• = {p ∈ P |Post(t)(p) 6=
0}),

– Si s est un élément de P ∪ T , alors ∗s (resp. s∗) désigne l’ensemble de ses
prédécesseurs (resp. successeurs) directs et indirects. ∗s et s∗ sont définis
par induction de la façon suivante :
– s ∈ ∗s ∧ ∀r ∈ P ∪ T, r• ∩ ∗s 6= ∅ ⇒ r ∈ ∗s
– s ∈ s∗ ∧ ∀r ∈ P ∪ T, •r ∩ s∗ 6= ∅ ⇒ r ∈ s∗

Ces dernières notations sont étendues de manière usuelle aux sous-ensembles
de nœuds.

3.1.2 Homomorphisme de réseaux

La notion d’homomorphisme de réseaux précise comment un réseau peut
être (partiellement) simulé par un autre.

Définition 3.5 (Homomorphisme) Soient 〈R1,m01〉 et 〈R2,m02〉 deux ré-
seaux marqués, avec Ri = 〈Pi, Ti,Prei,Posti〉 pour i = 1, 2. Soit une application
h : P1∪T1 7→ P2∪T2 telle que h(P1) ⊆ P2, h(T1) ⊆ T2. h est un homomorphisme
de 〈R1,m01〉 vers 〈R2,m02〉 si

– ∀t1 ∈ T1 : Pre2(h(t1)) = h(Pre1(t1)),
– ∀t1 ∈ T1 : Post2(h(t1)) = h(Post1(t1)),
– m02 = h(m01).

En tout premier lieu, la définition impose que le type des nœuds (place ou
transition) soit préservé par l’application h. Les deux premières conditions de la
définition assurent que l’environnement des transitions soit, lui aussi, préservé
par l’application h alors que la troisième impose que les marquages initiaux des
deux réseaux correspondent.

Exemple 10 La figure 3.1 présente deux réseaux de Petri marqués (R1 et R2)
et un homomorphisme de R1 vers R2. Les nœuds du réseaux R1 sont étiquetés
(en italique) par leurs images.

La proposition suivante clarifie la relation entre les comportements de ré-
seaux de Petri à travers un homomorphisme.

Proposition 3.6 (Préservation des comportements) Soient deux réseaux
marqués 〈R1,m01〉 et 〈R2,m02〉. Soit h : 〈R1,m01〉 7→ 〈R2,m02〉 un homomor-
phisme. Soient m1,m1

′ deux marquages de R1 et t1 une transition de R1 tels
que m1[t1〉R1m1

′. Alors, dans R2, h(m1)[h(t1)〉R2h(m1
′).
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Fig. 3.1 – Deux réseaux Petri marqués et un homomorphisme de R1 vers R2

La proposition 3.6 peut être étendue par induction aux séquences de tran-
sitions. Une conséquence immédiate de cette proposition est que les ensembles
de marquages accessibles des deux réseaux sont liés par la propriété :

h(Reach(R1,m01)) ⊆ Reach(R2,m02)

3.1.3 Réseau d’occurrence

Les réseaux de Petri employés pour définir une sémantique de la concurrence
ont une structure particulière. Cette classe de réseaux correspond aux réseaux
d’occurrence [66].

Définition 3.7 (Réseau d’occurrence) Un réseau marqué 〈R,m0〉 est un
réseau d’occurrence si

– R est un réseau élémentaire,
– ∀p ∈ P : |•p|+ m0(p) = 1
– 〈R,m0〉 est quasi-vivant.

La structure graphique d’un réseau d’occurrence détermine complètement
son marquage initial. On désignera un réseau d’occurrence 〈R,m0〉 uniquement
par R. Lorsque cela est nécessaire, le marquage initial est noté par Min(R).

La proposition suivante donne les propriétés graphiques fondamentales des
réseaux d’occurrence.

Proposition 3.8 (Acyclique) Le graphe d’un réseau d’occurrence est un DAG
(un graphe orienté sans circuit). Pour tout x ∈ P ∪ T , l’ensemble ∗x est fini.

Pour être un bon candidat, une transition d’un réseau d’occurrence ne doit
pas pouvoir être franchie dans une séquence plus d’une fois. En effet, les tran-
sitions ont pour vocation de représenter les événements du réseau de Petri
étudié. Un rôle dual est affecté aux places du réseau d’occurrence qui doivent
représenter la présence de jetons. En conséquence, il est requis que les réseaux
d’occurrence soient sains.
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Proposition 3.9 (Sain) Un réseau d’occurrence est un réseau sain. De plus,
toute transition peut être franchie au plus une fois dans une séquence de fran-
chissements.

La structure acyclique du graphe d’un réseau d’occurrence induit des rela-
tions sur les places et les transitions.

Définition 3.10 (Causalité, conflit et concurrence) Soient R un réseau
d’occurrence et x, y ∈ P ∪ T .

– x précède y (noté x ≤ y) si x ∈ ∗y,
– x et y sont en conflit (noté x]y) s’il existe deux transitions distinctes tx

et ty telles que tx ≤ x ∧ ty ≤ y ∧ •tx ∩ •ty 6= ∅
– x et y sont concurrents (noté x||y) si ¬(x ≤ y), ¬(y ≤ x) et ¬(x]y).

Intuitivement, la relation de causalité entre deux transitions x ≤ y indique
que la transition y ne peut être franchie que si x l’a été précédemment ; la re-
lation de conflit ] caractérise les transitions ne pouvant être franchies dans une
même séquence de transitions ; et la relation de concurrence || définit des tran-
sitions pouvant être exécutées simultanément. Des interprétations analogues
s’appliquent aux relations sur les places. Par exemple, si une place est mar-
quée au cours d’une séquence, ses places en conflit resteront vides pendant le
franchissement de la même séquence.

Les comportements possibles d’un réseau d’occurrence sont capturés par la
notion de configuration.

Définition 3.11 (Configuration) Soit R un réseau d’occurrence. Une confi-
guration C de R est un sous-ensemble de transitions n’étant pas en conflit deux
à deux, et clos par le bas (∗C ∩ T = C).

On note Conf (R) l’ensemble des configurations du réseau d’occurrence R. La
proposition suivante démontre qu’une configuration est bien une représentation
des comportements possibles du réseau considéré et donc qu’à toute séquence
correspond une configuration.

Proposition 3.12 (Comportement) Soient R un réseau d’occurrence et C
un sous-ensemble de T . C est une configuration de R ssi ∃σ ∈ T ∗ telle que
Min(R)[σ〉 ∧ C = σ. De plus, le marquage atteint par le franchissement de σ
est Min(R) + C• − •C. On note Cut(C) ce marquage.

Par définition, les transitions composant une configuration ne peuvent être
en conflit et sont donc liées soit par la relation de causalité, soit par la relation
de concurrence. Ces relations nous permettent de caractériser les séquences de
franchissements représentées par une configuration. Une première proposition
exploite la relation de causalité pour caractériser l’ordre de franchissement des
transitions concernées.

Proposition 3.13 (Causalité) Soient R un réseau d’occurrence et σ = t1 · · · tn
une séquence de transitions telle que σ est une configuration. σ est une séquence
de franchissements de R ssi ∀i, j ∈ [1, n], ti ≤ tj ⇒ i ≤ j.
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De même, dans une séquence deux transitions voisines et concurrentes peuvent
être permutées.

Proposition 3.14 (Concurrence) Soient R un réseau d’occurrence et σ =
t1 · · · tn une séquence de franchissements de R. Alors pour tout i ∈ [1, n[,on a
ti‖ti+1 ⇒ Min(R)[t1 · · · ti+1ti · · · tn〉.

Ainsi, une configuration définit un ensemble de séquences de franchisse-
ments. La propriété de quasi-vivacité des réseaux d’occurrence peut être réécrite
en termes d’auto-conflit.

Proposition 3.15 (Non auto-conflit) Toute transition d’un réseau d’occur-
rence n’est pas en conflit avec elle-même.

En conséquence, pour toute transition t, il existe au moins une séquence
de franchissements contenant une occurrence de t et donc une configuration
correspondante. La proposition suivante caractérise la plus petite (au sens de
l’inclusion) de ces configurations.

Proposition 3.16 (Configuration locale) Soit t une transition d’un réseau
d’occurrence R. L’ensemble (∗t ∩ T ) est une configuration de R. De plus, cette
configuration est la plus petite des configurations de R contenant t. La configu-
ration (∗t ∩ T ), noté [t], est appelée la configuration locale de t.

En termes de vérification, il est souvent nécessaire de déterminer si un
marquage partiel peut être couvert par un marquage accessible. La proposi-
tion suivante exploite la notion de concurrence pour caractériser les séquences
conduisant à un tel marquage couvrant.

Proposition 3.17 (Couverture) Soient R un réseau d’occurrence et A un
ensemble de places deux à deux concurrentes. L’ensemble ∗A ∩ T , noté [A], est
la plus petite configuration qui couvre A. Si A est réduit à une place, [p] est
appelée la configuration locale de p.

3.2 Processus arborescent et dépliage

Les réseaux d’occurrence associés aux homomorphismes de réseaux per-
mettent la représentation explicite de l’ordre partiel portant sur les événements
d’un réseau de Petri. La notion de processus arborescent concrétise cette asso-
ciation. Dans cette section, nous montrons que l’ensemble des comportements
est représentable dans un unique processus arborescent. Une telle structure est
appelé un dépliage.

Dans la suite de ce chapitre, nous considèrons un réseau marqué 〈R,m0〉.
Les composantes d’un réseau d’occurrence sont traditionnellement notées par
〈B,E, In,Out〉.
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Fig. 3.2 – Un réseau de Petri marqué

3.2.1 Processus arborescents

Un processus arborescent d’un réseau R est la donnée d’un réseau d’occur-
rence S et d’un homomorphisme h de S dans R. Notons que le réseau S simule
partiellement les comportements de R grâce à l’homomorphisme.

Définition 3.18 (Processus arborescent) Soit S = 〈B,E, In,Out〉 un ré-
seau d’occurrence. Soit h un homomorphisme de réseau de S dans 〈R,m0〉. La
paire 〈S, h〉 est un processus arborescent de 〈R,m0〉 si

∀e1, e2 ∈ E : (In(e1) = In(e2) ∧ h(e1) = h(e2)) ⇒ e1 = e2

Les éléments des ensembles B et E sont appelés respectivement des condi-
tions et des événements du processus arborescent. La définition 3.18 impose
qu’un même événement ne soit représenté qu’une fois au sein d’un même pro-
cessus arborescent.

Exemple 11 Les figures 3.2 et 3.3 présentent respectivement un réseau de Pe-
tri marqué et un processus arborescent de ce réseau. Les noms des événements et
des conditions sont écrits en gras alors que leurs images par l’homomorphisme
sont écrit en italique.

La propriété suivante est essentielle. En effet, elle énonce que toute séquence
de franchissements d’un réseau marqué peut être simulée (représentée) par un
processus arborescent.

Proposition 3.19 (Séquence de franchissements) Soit σ une séquence de
franchissements de R. Il existe un processus arborescent 〈S, h〉 de 〈R, m0〉 et
une séquence de franchissements σS de S telle que h(σS) = σ.

Exemple 12 La séquence ar · br · cr · dr est franchissable dans le réseau de la
figure 3.2 et est représentée par la séquence e2 · e4 · e8 · e11 dans le processus
arborescent de la figure 3.3.
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w w

w

w

w

p

a

q

b

r

d

s

c

p

a

q p

d

q

c

r

b

p

a

d

p

a

q

l

l

l

l

l

l l

l l

l

l

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

1b

e1

b

e

b

b

b

e

e

b b b

e

e

b

e

b

eee

b b b b

e

bbb

2

4
3

2

3

6 7 8 9

4 5

6 7 8 9

10 11 12 13 14 15

10 11

16 17 18

qr

b5

Fig. 3.3 – Un processus arborescent du réseau de la figure 3.2

3.2.2 Dépliages

Après avoir démontré qu’une séquence peut toujours être représentée par un
processus arborescent, nous énoncerons l’existence d’un plus grand processus
arborescent, appelé dépliage. Pour se faire, nous devons avoir la capacité de
comparer les processus arborescents entre eux. Cette comparaison est rendue
possible par la notion d’homomorphisme de processus arborescents.

Définition 3.20 (Homomorphisme de processus arborescents) Soient 〈S1, h1〉
et 〈S2, h2〉 deux processus arborescents de 〈R,m0〉. Un homomorphisme g : S1 7→
S2 est un homomorphisme de processus arborescents de 〈S1, h1〉 vers 〈S2, h2〉 si
h1 = h2 ◦ g.

S1

S2

R

h1

g
h2

Deux processus arborescents sont équivalents s’ils peuvent être reliés par un
isomorphisme (i.e. un homomorphisme bijectif) ; dans ce cas, les deux processus
arborescents simulent exactement les mêmes comportements.

Définition 3.21 (Relation d’équivalence) Soient β1, β2 deux processus ar-
borescents de 〈R,m0〉. On dit que β1 et β2 sont équivalents (noté β1 ≡ β2) s’il
existe un isomorphisme de β1 vers β2.
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Un processus arborescent est plus petit qu’un autre s’il peut être obtenu
à partir du second en éliminant des événements et des conditions ; ainsi un
processus arborescent représentera moins de comportements qu’un processus
plus grand que lui. Nous dirons que ce processus est un préfixe de celui qui lui
est supérieur. Pour que la relation d’ordre reste compatible par rapport à la
relation d’équivalence, cette notion est formalisée en reliant les deux processus
par un homomorphisme injectif.

Définition 3.22 (Ordre partiel) Soient β1, β2 deux processus arborescents
de 〈R,m0〉. β1 est plus petit que β2 (noté β1 v β2) s’il existe un homomorphisme
injectif de β1 vers β2.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer la proposition sur l’exis-
tence d’un processus arborescent représentant l’ensemble des comportements
possibles d’un réseau. C’est un processus arborescent maximal au sens où il
inclut (en termes de préfixes) tous les processus arborescents.

Proposition 3.23 (Dépliage) Soit 〈R, m0〉 un réseau marqué. Il existe un
unique (à équivalence prêt) plus grand (au sens de v) processus arborescent de
〈R,m0〉. Ce processus arborescent est appelé le dépliage de 〈R,m0〉.

Tous les processus arborescents d’un réseau sont donc des préfixes de son
dépliage. Remarquons que si un réseau peut réaliser une séquence infinie, le
dépliage est infini.

3.3 Préfixes finis

Du point de vue de la vérification, il n’est pas souhaitable d’avoir à ma-
nipuler une structure potentiellement infinie. Le principe général consiste à ne
considérer qu’un préfixe fini du dépliage du réseau. Le problème essentiel est que
toutes les informations pertinentes pour la vérification doivent être contenues
dans ce préfixe.

Dans cette section, 〈R,m0〉 est un réseau marqué fini et 〈S, h〉 est son dé-
pliage avec S = 〈B,C,∈,Out〉.

3.3.1 Définition

Un préfixe fini du dépliage est défini par l’ensemble des événements à par-
tir desquels le dépliage n’est plus considéré. De tels événements sont appelés
raccourci du préfixe fini.

Définition 3.24 (Préfixe fini) Un préfixe fini Cutoff de 〈S, h〉 est un sous-
ensemble d’événements de S satisfaisant

– E \ Cutoff ∗ est fini,
– pour tout e, e′ ∈ Cutoff , e 6≤ e′.
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La première contrainte garantit que le préfixe est fini (i.e. il ne contient qu’un
nombre fini de conditions et d’événements). La deuxième contrainte impose
qu’aucun raccourci n’est jamais causalement après un autre raccourci. Nous
définissons sur le préfixe Cutoff , les ensembles suivants :

– L’ensemble des événements (internes) :

Event(Cutoff ) = E \ Cutoff ∗

– L’ensemble des configurations :

Conf (Cutoff ) = {C ∈ Conf (S) | C ∩ Cutoff = ∅}

– L’ensemble des marquages :

Reach(Cutoff ) = {h(Cut(C)) | C ∈ Conf (Cutoff )}

Il est important de noter que Conf (Cutoff ) ainsi que Reach(Cutoff ) sont
des ensembles finis. Dans le cadre d’une méthode de vérification, il est courant
d’imposer que l’ensemble des états accessibles du réseau étudié soit représenté
au sein du préfixe fini. Un tel préfixe est dit complet.

Définition 3.25 (Préfixe fini complet) Un préfixe fini Cutoff de 〈S, h〉 est
complet si Reach(Cutoff ) = Reach(R,m0).

3.3.2 Ordres adéquats et préfixes finis complets

Il s’agit à présent de définir les conditions suffisantes garantissant la com-
plétude d’un préfixe. Ces conditions vont porter sur les raccourcis délimitant
le préfixe fini. Une approche intuitive consiste à s’assurer que les états atteints
après le franchissement de la configuration locale d’un raccourci est déjà un état
représenté dans le préfixe. Formellement, cette contrainte est définie pour un
préfixe Cutoff par

∀e ∈ Cutoff ,∃C ∈ Conf (Cutoff ) : h(Cut([e])) = h(Cut(C))

Dès les premiers travaux sur les préfixes finis, McMillan [60] a mis en évi-
dence que cette condition n’était pas suffisante. L’exemple 13, inspiré de la
démonstration de McMillan, illustre ce fait.

Exemple 13 La figure 3.4 présente un réseau marqué et la figure 3.5 donne
une partie du dépliage. Le préfixe fini Cutoff = {e6, e8} respecte la contrainte
donnée ci-dessus. En effet, nous avons

– h(Cut [e6]) = h({e1, e2, e5}) = a3 + b2 + c2 + d3

– h(Cut [e8]) = h({e3, e4, e7}) = a2 + b3 + c3 + b2

Or, bien qu’accessible, le marquage a3+b3+c3+d3 n’appartient pas à Reach(Cutoff ).
Par contre, les préfixes Cutoff ′ = {e5, e8} et Cutoff ′′ = {e6, e7} sont bien com-
plets.
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Fig. 3.5 – Un préfixe fini incomplet du contre exemple
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Le bon choix des raccourcis d’un préfixe est essentiel pour assurer la complé-
tude. Dans [32], les auteurs proposent une condition suffisante de complétude
capturant la plupart des techniques de construction de préfixes complets. Celle-
ci est basée sur une classe d’ordres partiels sur les configurations du dépliage,
appelée ordre adéquat. Cette relation utilise la notion d’extension d’une confi-
guration.

Définition 3.26 (Extension) Soient C une configuration de S, t une tran-
sition de R et et un événement de S d’étiquette t (i.e h(et) = t). L’ensemble
C ∪ {et} est une t-extension de C si C ∪ {et} est une configuration et et n’est
pas un événement de C. L’ensemble des t-extensions de la configuration C est
noté C · t.

Définition 3.27 (Ordre adéquat) [32] Un ordre partiel � sur les configura-
tions d’un dépliage 〈S, h〉 est un ordre adéquat si :

– � raffine ⊆,
– � est bien fondé (i.e. il n’existe pas de suite infinie strictement décrois-

sante),
– � est compatible avec l’extension : pour toute transition t, pour toutes

configurations C1, C2 de S telles que h(Cut(C1)) = h(Cut(C2))

C1 ≺ C2 ⇒ ∀C ′
2 ∈ C2 · t,∃C ′

1 ∈ C1 · t : C ′
1 ≺ C ′

2

Dans [60], une configuration est plus petite qu’une autre si elle est composée
de moins d’événements. Il est facile de démontrer que cet ordre est un ordre
adéquat. Dans [32] est proposé un ordre adéquat total sur les configurations des
dépliages de réseaux sains.

La définition et la proposition suivante établit une condition suffisantes pour
un préfixe fini soit complet.

Définition 3.28 (Préfixe fini adéquat) Un préfixe fini Cutoff de 〈S, h〉 est
adéquat s’il existe un ordre adéquat � et une application φ : Cutoff 7→ Conf (Cutoff )
tels que ∀e ∈ Cutoff : h(Cut(φ(e))) = h(Cut([e])) ∧ (φ(e) ≺ [e]).

Proposition 3.29 (Complétude d’un préfixe fini adéquat) Si un préfixe
fini est adéquat alors il est un préfixe fini complet. De plus, si 〈R,m0〉 est borné
alors il existe au moins un préfixe fini adéquat pour tout ordre adéquat.

Il est important de noter qu’il est toujours possible de construire un préfixe
fini adéquat pour tout réseau de Petri borné. Cependant, dans le pire des cas,
ce préfixe peut contenir plus d’événements que de marquages accessibles. En
revanche, si la relation d’ordre est totale, le nombre d’événements est borné par
le nombre de marquages accessibles.

Exemple 14 Considérons le processus arborescent de la figure 3.3 en tant que
partie initiale du dépliage du réseau de la figure 3.2. Le préfixe fini {e5, e7, e8}
est adéquat pour l’ordre de McMillan (i.e. C ≺ C ′ ⇒ |C| < |C ′|). En effet, la
fonction Φ est donnée par : Φ(e5) = Φ(e7) = ∅ et Φ(e8) = [e2]. Notons que
h(Cut(Φ(e5))) = h(Cut(Φ(e7))) = h(Cut(∅)) = pl + w + pr et h(Cut(Φ(e8))) =
pl + w + qr. Il est donc complet.
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3.3.3 Vérification de propriété de sûreté

Le principe général de l’algorithme de construction d’un préfixe fini com-
plet est simple. Initialement, une condition est produite pour chaque jeton du
marquage initial et les événements pouvant étendre le préfixe sont calculés et
stockés dans une liste. A chaque étape du calcul, un événement de plus petite
configuration locale (par rapport à l’ordre adéquat choisi) est retiré de la liste,
et est ajouté au préfixe. Soit cet événement est défini comme un raccourci, soit
cet ajout induit la création de nouveaux événements à ajouter dans liste des
événements à traiter. Lorsque cette liste est vide, le préfixe obtenu est un préfixe
complet. Le lecteur intéressé pourra trouver dans [72] une description détaillée
d’une implémentation efficace de cet l’algorithme.

Beaucoup de propriétés de sûreté peuvent être vérifiées à partir d’un pré-
fixe complet. La détection de la présence d’un état bloquant a été l’une des
premières études réalisées sur le sujet [60]. Le principe de détection consiste à
construire une configuration C ∈ Conf (Cutoff ) telle que pour tout raccourci
e d’un préfixe fini adéquat Cutoff , il existe un élément de C en conflit avec
e. De fait, cette configuration ne pourra pas être étendue jusqu’à atteindre un
raccourci et conduira donc vers un état bloquant. Une définition précise de cet
algorithme et des techniques alternatives sont présentées dans [61, 45].

Exemple 15 Si l’on considère le préfixe fini {e5, e7, e8} du processus arbores-
cent de la figure 3.3. Nous avons vu que ce préfixe fini est adéquat. L’ensemble
{e1, e3, e6} est une configuration de ce préfixe fini tel que tout raccourci est en
conflit avec au moins un événement de la configuration (e3]e8, e3]e5 et e6]e7).
Cette configuration conduit inévitablement à un état bloquant du réseau (sl+qr).

La vérification de toutes propriétés de sûreté pouvant être ramenées à un
problème de couverture peut être réalisée très simplement à partir d’un pré-
fixe complet. En effet, décider si un marquage partiel peut être couvert revient
à décider de la quasi vivacité d’une transition. Il suffit donc d’ajouter au ré-
seau considéré une transition t ayant comme pré-condition Pre(t), le marquage
à couvrir. Si le préfixe complet peut être étendu par un événement étiqueté
par cette transition alors cela indique que le marquage peut être couvert. La
vérification de propriétés de sûreté ne pouvant pas être réduites à un simple pro-
blème de couverture peut être résolu en représentant explicitement les places
complémentaires. Ceci impose que la borne de chacune des places soit connue a
priori. Dans [41] est discuté d’une méthode générale de vérification de propriétés
d’accessibilité à partir d’un préfixe fini.

3.3.4 Détection de comportements infinis

La vérification de propriétés de vivacité induit la détection de comporte-
ments infinis. Ce problème est difficile en général : dans [87], l’auteur et les
référés se sont laissés piéger par l’apparente simplicité du problème [21]. Dans
le cas général, deux graphes, dont les nœuds sont les raccourcis et leurs images,
jouent un rôle important dans la détection de comportements infinis :
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Fig. 3.6 – Premier contre exemple de détection de circuit
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Fig. 3.7 – Non détection de séquence infinie (graphe concurrent)
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Fig. 3.8 – Deuxième contre exemple de détection de circuit
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Fig. 3.9 – Détection erronée d’une séquence infinie (graphe simple)

– Graphe concurrent Un raccourci a comme unique successeur son image
par φ et une image a comme successeurs tous les raccourcis causalement
plus grands ou parallèles.

– Graphe simple Un raccourci a comme unique successeur son image par
φ et une image a comme successeurs tous les raccourcis causalement plus
grands.

En réduisant un comportement infini par les raccourcis rencontrés dans le
préfixe, nous construisons un chemin dans le graphe concurrent. Alors qu’un
chemin infini dans le graphe induit un comportement infini. Toutefois, aucun
de ces deux graphes ne permet de décider de façon définitive de la présence d’un
comportement infini. Le graphe concurrent peut contenir un circuit alors que le
système ne peut pas réaliser de séquence infinie (voir le contre exemple présenté
dans les figures 3.8 et 3.9). Le graphe simple peut ne pas faire apparâıtre de
circuit alors que le système a la capacité de réaliser une séquence infinie (voir
le contre exemple présenté dans les figures 3.6 et 3.7).
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Une manière simple de contourner le problème est utilisée l’inclusion comme
ordre adéquat (i.e. C ≺ C ′ ⇒ C ⊂ C ′). En effet, un réseau de Petri peut réaliser
une séquence infinie si et seulement si le préfixe adéquat a au moins un raccourci.

Exemple 16 Considèrons le préfixe fini {e5, e7, e8} défini à partir du processus
arborescent de la figure 3.3. L’image de chacun des raccourcis est incluse dans
sa configuration locale. Ainsi, à chaque raccourci correspond un comportement
infini du réseau.

Toutefois, cet ordre impose des conditions fortes sur les raccourcis et produit
des préfixes de grande taille. Nous introduisons des conditions plus fines basées
sur un couple d’ordres qui permettent la détection des comportements infinis.

Définition 3.30 (Couple adéquat d’ordres) Un couple de relations 〈�1,≺2

〉 sur les configurations d’un dépliage (S, h) est un couple adéquat d’ordres si :
– �1 est un ordre adéquat,
– �2 est un pré-ordre (i ;e. �2 est réflexive et transitive),
– ≺2 raffine ⊂ (i.e C1 ⊂ C2 ⇒ (C1 �2 C2) ∧ (C2 6�2 C1)),
– �1 et �2 sont simultanément compatibles avec l’extension : pour toute

transition t, pour toutes configurations C1, C2 de S vérifiant h(Cut(C1)) =
h(Cut(C2))

(C1 ≺1 C2) ∧ (C1 �2 C2) ⇒
∀C ′

2 ∈ C2 · t,∃C ′
1 ∈ C1 · t : (C ′

1 ≺1 C ′
2) ∧ (C ′

1 �2 C ′
2)

La définition des préfixes adéquats doit être revue pour prendre en compte
ce nouveau type d’ordre.

Définition 3.31 (Préfixe fini doublement adéquat) Un préfixe fini Cutoff
de 〈S, h〉 est doublement adéquat ssi il existe un couple adéquat d’ordres 〈�1,�2〉
et une application φ : Cutoff 7→ Conf (Cutoff ) tels que ∀e ∈ Cutoff :

– h(Cut(φ(e))) = h(Cut([e])),
– φ(e) ≺1 [e],
– (φ(e) �2 [e]) ∨ (C ⊂ [e]).

Les nouvelles contraintes imposées par le couple d’ordre, nous permettent
d’avoir une caractérisation simple des comportements infinis représentés au sein
d’un préfixe doublement adéquat.

Proposition 3.32 (Préfixe fini doublement adéquat) Soit Cutoff un pré-
fixe fini doublement adéquat de 〈S, h〉. R admet une séquence infinie à partir
de m0 ssi ∃e ∈ Cutoff tel que φ(e) ⊂ [e]. De plus, si 〈R,m0〉 est borné alors
il existe au moins un préfixe fini doublement adéquat pour tout couple adéquat
d’ordres.
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3.4 Graphes de préfixes finis

Nous avons vu jusqu’à présent en quoi les préfixes complets peuvent être
un outil pour la vérification de propriétés de sûreté et la détection de circuits.
Cependant, les techniques présentées ne permettent pas en l’état de décider
de la satisfaction de formules de logique temporelle. En effet, les algorithmes
de vérification nécessitent la détection de circuits particuliers, ce que ne nous
permettent pas les préfixes doublement adéquats de la section 3.3.4. Dans cette
section, nous présentons une structure particulière - des graphes de préfixes fi-
nis - adaptée à la vérification de formules de logique temporelle à temps linéaire.

3.4.1 Définition

Les graphes que nous étudions ont pour sommets des préfixes finis d’un
réseau de Petri pour différentes valeurs de marquages initials. Les événements
délimitant chaque préfixe sont maintenant partitionnés en deux sous-ensembles.
Le premier est consititué de raccourcis proprement dit alors que les événements
du second conduisent à des sommets successeurs et sont nommés des ponts (i.e.
Bridge). Intuitivement, un raccourci indique que le franchissement de la tran-
sition correspondante conduit vers un état représenté dans le préfixe courant
alors que pour un pont, son franchissement conduit vers l’état initial d’un pré-
fixe successeur. L’objectif est de faire apparâıtre les circuits nécessaires à la
vérification au niveau du graphe.

Pour tout marquage accessible m de 〈R,m0〉, on note 〈Sm, hm〉 le dépliage
du réseau 〈R,m〉.

Définition 3.33 (Graphe de préfixes finis) Soit G un ensemble de quadru-
plets de la forme 〈m,Cutoff ,Bridge, δ〉 où m est un marquage de Reach(R,m0),
Cutoff ∪ Bridge est un préfixe fini de 〈Sm, hm〉 et δ une application de Bridge
vers G. Pour tout g de G, nous notons g = 〈mg,Cutoff g,Bridgeg, δg〉 et hg =
hmg . Le triplet (G,→, g0) est un graphe de préfixes finis de 〈R,m0〉 si

– g0 ∈ G ∧mg0 = m0,
– ∀g ∈ G,∀e ∈ Bridgeg,mδg(e) = hg(Cut([e])),
– ∀g1, g2 ∈ G : g1 → g2 ⇒ ∃e ∈ Bridgeg1

, g2 = δg1(e),
– ∀g ∈ G, il existe un chemin dans (G,→, g0) de g0 à g.

Lorsque la transition correspondante à un pont est franchie, le marquage
atteint est celui associé à la configuration locale de ce pont. Les deux premiers
points de la définition nous assurent que les marquages initiaux, pour lesquels
les différents préfixes sont définis, sont corrects (pour le sommet initial et pour
chacun des ponts). Les deux derniers points de la définition imposent qu’aucun
sommet ou arc inutile n’est pris en compte.

Exemple 17 La figure 3.10 présente un graphe de préfixes finis du réseau de
la figure 3.2. Les raccourcis sont représentés par des transitions noires et les
ponts par des transitions grisées.
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Fig. 3.10 – Un graphe de préfixes finis du réseau de la figure 3.2

Un graphe de préfixes finis est considéré comme étant complet si chaque
état accessible est représenté dans au moins un sommet du graphe.

Définition 3.34 (Graphe complet de préfixes finis) Soit (G,→, g0) un graphe
de préfixes finis de 〈R,m0〉. Le graphe est complet si⋃

g∈G

Reach(Cutoff g ∪ Bridgeg) = Reach(R,m0)

Les ordres adéquats de la définition 3.27 doivent être adaptés à l’introduction
des ponts. Ceci nous conduit à introduire la notion d’ordres fortement adéquats.

Définition 3.35 (Ordre fortement adéquat) Soit � un ordre sur les confi-
gurations de tous les dépliages 〈Sm, hm〉 de R tel que m ∈ Reach(R,m0). L’ordre
� est fortement adéquat si :

– ∀m ∈ Reach(R,m0), � est adéquat sur les configurations de 〈Sm, hm〉,
– � est compatible par rapport à la réduction de préfixe : ∀m ∈ Reach(R,m0),∀C ∈

Conf (Sm),∀e ∈ C, soit m′ = hm(Cut([e])),

∃C ′ ∈ Conf (Sm′) : (C ′ ≺ C) ∧ (hm′(C ′) = hm(C \ [e]))

On peut noter que les ordres fortement adéquats portent sur les configura-
tions d’une famille de dépliages et que la définition nous assure que lorsqu’un
préfixe commun à deux configurations comparables est supprimé, la relation est
préservée. Cette adaptation des ordres adéquats permet la définition de graphes
de préfixes finis munis des propriétés de complétude.

Définition 3.36 (Graphe adéquat de préfixes finis ) Un graphe de pré-
fixes finis (G,→, g0) est adéquat ssi il existe un ordre fortement adéquat �
et ∀g ∈ G, il existe une application φg : Cutoff g 7→ Conf (Cutoff g ∪ Bridgeg)
satisfaisant :

hg(Cut(φg(e))) = hg(Cut([e])) ∧ φg(e) ≺ [e]
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Proposition 3.37 (Graphe adéquat de préfixes finis) Si un graphe de pré-
fixes finis est adéquat alors il est un graphe complet.

Il est clair que lorsque le réseau est borné, il existe au moins un graphe
adéquat de préfixes finis pour tout ordre fortement adéquat. En effet, tout
préfixe fini adéquat peut être vu comme un graphe adéquat composé d’un seul
sommet.

A tout circuit du graphe correspond une classe d’équivalence de séquences
infinies du réseau. Toutefois, des comportements infinis peuvent être représentés
dans les sommets et ne pas apparâıtre au niveau du graphe. La détection de
tels comportements infinis est primordial dans le cadre de la vérification. Une
adaptation des couples d’ordres adéquats de la section 3.3.4 est proposée pour
mettre en évidence ces comportements.

Définition 3.38 (Couple fortement adéquat d’ordres) Soit 〈�1,�2〉 un
couple de relations sur les configurations de tous les dépliages 〈Sm, hm〉 de R
tel que m ∈ Reach(R,m0). Le couple 〈�1,�2〉 est fortement adéquat si :

– �1 est fortement adéquat,
– ∀m ∈ Reach(R,m0), 〈�1,�2〉 est un couple adéquat d’ordres sur les confi-

gurations de 〈Sm, hm〉.

Un graphe de préfixes finis construit sur un couple fortement adéquat d’ordres
est dit doublement adéquat.

Définition 3.39 (Graphe de préfixes finis doublement adéquats) Un graphe
de préfixes finis (G,→, g0) est doublement adéquat ssi il existe un couple for-
tement adéquat d’ordres 〈�1,�2〉 et ∀g ∈ G, il existe une application φg :
Cutoff g 7→ Conf (Cutoff g ∪ Bridgeg) satisfaisant :

– hg(Cut(φg(e))) = hg(Cut([e])),
– φg(e) ≺1 [e],
– (φg(e) �2 [e]) ∨ (φg(e) ⊂ [e]).

Nous sommes maintenant en mesure de caractériser l’existence d’une sé-
quence infinie du réseau dans le graphe de préfixes finis.

Proposition 3.40 (Graphe de préfixes finis doublement adéquats) Soit
(G,→, g0) un graphe de préfixes finis doublement adéquats de 〈R,m0〉. 〈R,m0〉
admet une séquence infinie à partir de m0 ssi une des conditions suivantes est
vérifiée :

– Il existe un circuit dans le graphe (G,→, g0),
– ∃g ∈ G,∃e ∈ Cutoff g : φg(e) ⊂ [e]

3.4.2 Logique linéaire événementielle

Dans cette section, nous montrons comment les graphes de préfixes finis
doublement adéquats peuvent être employés pour la vérification de formules
de logique temporelle à temps linéaire. Dans un premier temps, nous nous fo-
calisons sur une version événementielle de LTL. La section suivante traite de
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la logique propositionnelle. Il est important de noter que nous limitons notre
étude aux réseaux de Petri bornés.

Dans la logique que nous considérons, seul un sous-ensemble des transitions
du réseau est observé (i.e. cela correspond à un réseau étiqueté tel que l’éti-
quette de chaque transition est soit la transition elle même, et elle est alors
observée, soit le mot vide). La prise en compte des séquences maximales, alors
que les transitions peuvent être étiquetées par le mot vide, conduit à traiter les
séquences divergentes (i.e. des séquences infinies dont un suffixe n’est composé
que de franchissements de transitions étiquetées par le mot vide).

Le principe général de la méthode consiste à construire un système de tran-
sitions étiquetées équivalent au graphe des états accessibles du point de vue
de la satisfaction de la formule considérée. Bien entendu, l’objectif est que ce
système de transitions soit plus petit que le graphe des états accessibles.

Ce système de transitions étiquetées est construit à partir d’un graphe de
préfixes finis dit compatible. Le but est de faire en sorte que toutes les occur-
rences des transitions observées apparaissent au niveau du graphe et non pas à
l’intérieur d’un des préfixes.

Définition 3.41 (Graphe compatible de préfixes finis) Soit O un sous-
ensemble de transitions observables. Un graphe de préfixes finis (G,→, g0) de
〈R,m0〉 est compatible par rapport à O si ∀g ∈ G,∀e ∈ Event(Cutoff g ∪
Bridgeg) ∪ Cutoff g, hg(e) /∈ O.

Deux types de comportements peuvent ne pas apparâıtre directement au
niveau du graphe. En effet, un sommet non terminal du graphe peut très bien
contenir un état bloquant. De même, des circuits non représentés au niveau du
graphe peuvent être cachés au sein d’un préfixe. Il est à noter que les circuits
de ce type correspondent à des séquences divergentes. Le graphe compatible de
préfixes finis doit donc être complété pour mettre en évidence les comportements
bloquants et divergents.

Le graphe complété est appelé un graphe d’observation événementiel. Le
principe de construction est relativement simple. Un état artificiel (nommé ⊥)
et accessible par tous les préfixes contenant un état bloquant est ajouté. De
plus, un arc bouclant est ajouté à chaque préfixe contenant un comportement
infini. Enfin, tous les arcs sont étiquetés soit par une transition observée (s’ils
correspondent à l’occurrence d’une telle transition) soit par le mot vide (dans le
cas contraire et pour les arcs complémentaires). La détection des états bloquants
est réalisée par les algorithmes [61, 45] décrits dans la section 3.3.3. La détection
des suffixes divergents est obtenue par l’emploi d’un couple fortement adéquat
d’ordres.

Définition 3.42 (Graphe d’observation événementiel) Soit O un sous-
ensemble de transitions observées. Soit (G,→, g0) un graphe de préfixes finis
doublement adéquats et compatible par rapport à O. Le graphe d’observation
événementiel est défini par (O∪{τ}, G∪{⊥},−→O, g0), où la relation de tran-
sition est donnée par : ∀g1, g2 ∈ G,∀t ∈ O,

– g1
t−→Og2 ssi ∃e ∈ Bridgeg1

: hg1(e) = t ∧ δg1(e) = g2
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Fig. 3.11 – Le graphe d’observation événementiel correspondant

– g1
τ−→Og2 ssi

{ (
∃e ∈ Bridgeg1

: (hg1(e) /∈ O) ∧ (δg1(e) = g2)
)

∨
(
(∃e ∈ Cutoff g1

: φg1(e) ⊂ [e]) ∧ (g1 = g2)
)

– g1
τ−→O⊥ ssi

{
∃C ∈ Conf (Cutoff g1

∪ Bridgeg1
) :

∀e ∈ Cutoff g1
∪ Bridgeg1

,∃e′ ∈ C, e]e′

– ¬(⊥ t−→Og2) ∧ ¬(⊥ τ−→Og2) ∧ ¬(g1
t−→O⊥)

Exemple 18 Le graphe de préfixes finis de la figure 3.10 est un graphe dou-
blement adéquat du réseau de la figure 3.2. De plus, il est compatible avec l’en-
semble de transitions {ar, br, cr, dr}. Le graphe d’observation événementiel cor-
respondant est donné dans la figure 3.11. Les nœuds g0 et g1 contiennent une
représentation de l’état bloquant sl + qr et ont donc comme successeur l’état
artificiel ⊥. De même, ils ont des raccourcis ayant des images causalement plus
petites. En conséquence, des arcs bouclants étiquetés par la transition muette τ
leur sont associés.

Pour montrer que le graphe d’accessibilité et le graphe d’observation sont
équivalents du point de vue de la satisfaction d’une formule, nous définissons la
projection d’un mot (fini ou non) σ ∈ Tω sur un sous-ensemble de transitions
O ⊆ T noté σbO. La projection de σ sur O est définie par induction sur sa
longueur :

– λbO = λ,

– (t · σ)bO =

{
t · σbO si t ∈ O
σbO si t 6∈ O

On peut remarquer que la projection d’une séquence infinie n’est pas né-
cessairement infinie (si un suffixe de la séquence est composé uniquement de
transitions n’appartenant pas à O alors la projection de la séquence est finie).

Nous notons LbO(R,m0) l’ensemble composé de la projection des séquences
finies de franchissements de 〈R,m0〉 et LMax bO(R, m0) la projection de ses sé-
quences maximales (séquences infinies de franchissements ou conduisant à un
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état bloquant). Pour un graphe d’observation événementiel G, les notations si-
milaires LbO(G) et LMax bO(G) sont employées pour désigner la projection de ses
mots finis et maximaux.

Proposition 3.43 (Graphe d’observation événementiel) Soit O un sous-
ensemble de transitions observées. Soit G un graphe d’observation événementiel
d’un graphe de préfixes finis doublement adéquats et compatible par rapport à
O.

– LbO(R,m0) = LbO(G)
– LMax bO(R, m0) = LMax bO(G)

Il est important de noter que cette proposition nous assure que le graphe
d’observation événementiel peut être le support de la vérification de toute for-
mule de logique temporelle à temps linéaire portant sur un sous-ensemble des
événements du système.

Exemple 19 On peut remarquer que le graphe d’observation événementiel de
la figure 3.11 peut être le support de la vérification d’une formule de logique
temporelle telle que GF(X{ar} ⇒ FX{cr}). La taille de ce graphe est de 4
nœuds et 8 arcs alors que celle du graphe d’accessibilité du réseau de la figure
3.2 est de 10 nœuds et 19 arcs.

3.4.3 Logique linéaire propositionnelle

Un travail similaire peut être fait dans le cadre d’une logique proposition-
nelle. L’équivalence recherchée ici est connue dans la littérature sous le nom
d’équivalence bégayante et il a été montré que cette relation d’équivalence est
idöıne pour la vérification de formule LTL privée de l’opérateur X . Dans le
contexte de cette logique, il n’est pas nécessaire de distinguer dans une sé-
quence deux états successifs vérifiant le même sous-ensemble de propositions
atomiques. Ceci nous permet de définir l’ensemble des transitions devant être
observées.

Définition 3.44 (Transitions observées) Soit AP un ensemble de proposi-
tions atomiques. Soit v : Reach(R, m0) 7→ 2AP une fonction de valuation. Un
ensemble de transitions O est observé si ∀t /∈ O,∀m1,m2 ∈ Reach(R,m0),

m1[t〉m2 ⇒ v(m1) = v(m2)

Ici encore, le graphe compatible de préfixes finis doit être complété pour
faire apparâıtre les séquences bloquantes et les suffixes divergents. Tous les arcs
sont maintenant étiquetés par l’ensembles des propositions atomiques satisfaites
par les états représentés dans le préfixe.

Définition 3.45 (Graphe d’observation propositionnel) Soit AP un en-
semble de propositions atomiques. Soit v : Reach(R, m0) 7→ 2AP une fonction
de valuation. Soit O un sous-ensemble de transitions observées pour AP. Soit
(G,→, g0) un graphe de préfixes finis doublement adéquats et compatible par
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rapport à O. Le graphe d’observation propositionnel est défini par (2AP , G ∪
{⊥},−→O, g0), où la relation de transition est donnée par : ∀g1, g2 ∈ G,∀a ∈
2AP ,

– g1
a−→Og2 ssi a = v(mg1)∧

{
(g1 → g2)

∨
(
(∃e ∈ Cutoff g1

, φg1(e) ⊂ [e]) ∧ (g1 = g2)
)

– g1
a−→O⊥ ssi a = v(mg1)∧

{
∃C ∈ Conf (Cutoff g1

∪ Bridgeg1
) :

∀e ∈ Cutoff g1
∪ Bridgeg1

,∃e′ ∈ C, e]e′

– ¬(⊥ a−→Og2) ∧ ¬(g1
a−→O⊥)

Les langages correspondant au réseau de Petri et au graphe d’observation
doivent être redéfinis par rapport à la fonction d’étiquetage v et à la notion de
bégaiement. Le modèle considéré est maintenant une séquence (finie ou infinie)
sur l’alphabet 2AP . Soit σ = x1 · x2 · · · un mot fini ou infini sur 2AP . On note
σk le suffixe de σ commençant par xk et |σ| la longueur de σ. L’extraction de
σ par rapport à v, notée σbv est définie par :

σbv = si |σ| ≤ 1 alors σ

sinon si |σ| = ∞∧ ∀i > 1, x1 = xi alors σ
sinon si x1 = x2 alors (σ2)bv
sinon x1 · (σ2)bv

Nous notons Lbv(R,m0) l’ensemble composé de l’extraction des séquences
finies d’états de 〈R,m0〉 et LMax bO(R,m0) l’extraction de ses séquences maxi-
males (séquences infinies d’états ou conduisant à un état bloquant). Pour un
graphe d’observation propositionnel G, les notations similaires Lbv(G) et LMax bv(G)
sont employées pour désigner l’extraction de ses mots finis et maximaux.

Proposition 3.46 (Graphe d’observation propositionnel) Soit AP un en-
semble de propositions atomiques. Soit v : Reach(R,m0) 7→ 2AP une fonction de
valuation. Soit O un sous-ensemble de transitions observées pour AP. Soit G un
graphe étiqueté d’observation d’un graphe de préfixes finis doublement adéquats
et compatible par rapport à O.

– Lbv(R,m0) = Lbv(G)
– LMax bv(R,m0) = LMax bv(G)

3.5 Dépliages de réseaux de Petri symétriques

Dans cette section, nous introduisons les réseaux de Petri symétriques et
montrons comment nous pouvons tenir compte des symétries pour réduire la
taille du préfixe complet. Notre objectif principal est l’étude de système commu-
nicant par des files. Nous comparons plusieurs modélisations de files et analysons
les conséquences du choix d’un modèle sur la construction d’un préfixe complet.

3.5.1 Réseaux de Petri symétriques

Les symétries sont définies comme un groupe d’automorphismes sur les élé-
ments du réseaux.
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Fig. 3.12 – Un premier modèle d’une file bornée

Définition 3.47 Un réseau de Petri symétrique est un couple 〈R,S〉 où :
– R = 〈P, T,Pre,Post,Σ, λ〉 est réseau étiqueté,
– S est un groupe d’automorphismes de R (i.e. homomorphismes bijectifs

de R dans R) invariants par rapport à la fonction d’étiquetage λ : ∀t ∈
T,∀g ∈ S : λ(t) = λ(h(t)).

Un réseau symétrique marqué est une structure 〈R,S,m0〉 où m0 est un mar-
quage de R.

A partir de cette définition, nous introduisons la définition de marquages
équivalents.

Définition 3.48 Soit 〈R,S〉 un réseau symétrique. Deux marquages m et m′

de R sont équivalents (noté m ≡ m′) si ∃g ∈ S tel que gl(m) = m′. Pour un
marquage m de R, nous notons m̂ l’ensemble des marquages équivalents à m.
Si M est un ensemble de marquage, nous notons M̂ l’ensemble {m̂ | ∃m′ ∈ M :
m ≡ m′}.

L’introduction de files dans les réseaux de Petri conduit à une extension
stricte des réseaux de Petri fini. Toutefois, quand la taille des files est connue à
priori, il est possible de modéliser une file par un réseau de Petri. Généralement,
dès que la taille de la file n’est pas connue ou infinie, la modélisation conduit à
un réseau de Petri infini. Nous allons étudier ces deux cas.

La figure 3.12 donne une première modélisation d’une file bornée. Ici, la file
peut recevoir deux type de messages (a et b). Les transitions sx correspondent à
l’ajout d’un message x, et les transitions rx au retrait d’un message x. Chaque
position i ∈ [1, n[ de la file est modélisée par trois places {Mai,Mbi, Fi} où
les deux premières places indiquent la présence d’un message et la dernière
l’absence de message. Evidemment, parmi ces places, une seule est marquée.
Quand un message est ajouté, il est rangé dans la première position. Puis, le
message passe à travers toutes les positions avant d’être retiré. Le défaut majeur
de cette modélisation est qu’un état de la file est généralement représenté par
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Fig. 3.13 – Un exemple de réseau à file
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Fig. 3.14 – Préfixe complet du réseau de la figure 3.13 basé sur le premier
modèle d’une file de taille 2

plusieurs marquages. Par exemple, si la file contient un message, ce message
peut se trouver dans le réseau de Petri à n’importe quelle position. Ainsi, le
modèle introduit de nombreux marquages et transitions intermédiaires.

Un préfixe complet du réseau de la figure 3.13 basé sur cette modélisation
d’une file est donné figure 3.14. En généralisant le dépliage à celui d’une file de
taille n, nous pouvons montrer qu’il contient 1

2(n + 1)(n + 2) + 1 événements
alors que le système n’a que 2(n + 1) états.

La deuxième modélisation d’une file est donnée figure 3.15. Elle est basée
sur l’utilisation d’un tableau circulaire et de deux compteurs In et Out. La
valeur de In (resp. Out) indique la position dans le tableau où un nouveau
message doit être ajouté (resp. retiré). La figure 3.16 donne le préfixe fini du
réseau de la figure 3.13. En généralisant le dépliage à une file de taille n, nous
pouvons montrer qu’il crôıt linéairement avec la taille de la file. Malgré tout,
notre nouvelle modélisation introduit des duplications des états de la file. En
effet, deux états identiques de la file peuvent avoir des valeurs de compteurs In
et Out différentes. Cependant ce problème peut être résolu en introduisant des
symétries dans le modèle et en adaptant les règles de coupures utilisées dans le
calcul du préfixe fini. Pour celà, nous devons étendre les technique de dépliage
aux réseaux symétriques.
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Fig. 3.15 – La deuxième modélisation d’une file bornée

0In 1In 0In

Ma 0Ma 0

0Out 1Out

0F

1F F 0

0Out

1Mb

1F

1In

B A B A

1

1

sa sb sa

rarb

00

0

Fig. 3.16 – Un préfixe complet du réseau de la figure 3.13 basé sur le deuxième
modèle d’une file de taille 2
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3.5.2 Préfixe fini complet d’un réseau symétrique

Un processus arborescent d’un réseau symétrique est simplement un proces-
sus du réseau de Petri sous-jacent.

Définition 3.49 Un processus arborescent d’un réseau symétrique 〈R,S,m0〉
est un processus arborescent du réseau 〈R, m0〉.

Les symétries permettent de relaxer la condition de complétude d’un préfixe.

Définition 3.50 Un préfixe fini Cutoff d’un dépliage 〈S, h〉 d’un réseau symé-
trique 〈R,S,m0〉 est complet si ̂h(Reach(Cutoff )) = ̂Reach(R,m0).

De manière analogue, nous redéfinissons la notion d’ordre adéquat et de
préfixe adéquat.

Définition 3.51 (Ordre adéquat) Soit 〈S, h〉 le dépliage d’un réseau symé-
trique 〈R,S,m0〉. Un ordre partiel � sur les configurations du dépliage est adé-
quat si

– � rafine v,
– � est bien fondé,
– � est compatible avec l’extension : pour toute transition t et toute paire de

configurations C1, C2 de S telles que ∃g ∈ S, g(h(Cut(C1))) = h(Cut(C2)) :

C1 ≺ C2 ⇒ ∀C ′
2 ∈ C2 · t,∃C ′

1 ∈ C1 · g(t) : C ′
1 ≺ C ′

2

Définition 3.52 (Préfixe fini adéquat) Un préfixe fini Cutoff de 〈S, h〉 est
adéquat s’il existe un ordre adéquat � et une application φ : Cutoff 7→ Conf (Cutoff )
tels que ∀e ∈ Cutoff : ̂h(Cut(φ(e))) = ̂h(Cut([e])) ∧ (φ(e) ≺ [e]).

Proposition 3.53 (Préfixe fini adéquat) Si un préfixe fini est adéquat alors
il est complet.

Nous pouvons noter que l’ordre de McMillan est adéquat. En effet, il ne
prend pas en compte l’identité de l’événement.

La figure 3.17 présente le préfixe complet du réseau de la figure 3.13 utilisant
une file de taille 5 (figure 3.15). Le groupe d’automorphisme est donné par S =
{gk : P ∪ T → P ∪ T | ∀vi ∈ FIFO , gk(vi) = vi⊕k ∧∀v /∈ FIFO , gk(v) = v}k∈[1,n]

où ⊕ représente l’opérateur modulo. Les symétries nous permettent de détecter
au plus tôt la coupure sur l’événement rb. En effet, le marquage atteint après
le franchissement de [rb] est équivalent à l’état initial.

La modélisation d’une file non bornée est similaire à celle d’une file bornée :
elle utilise simplement un tableau non borné plutôt qu’un tableau circulaire. Le
modèle de la file est donné figure 3.18 et permet l’analyse de système à nombre
fini d’états dont les bornes des files ne sont pas connues à priori.

La figure 3.19 donne un exemple de système borné utilisant une file non
bornée, ainsi que son préfixe fini. Nous pouvons noter que l’analyse du préfixe
nous permet de déduire la borne de la file (la borne est 3 sur l’exemple).
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Fig. 3.17 – Un préfixe complet du réseau de la figure 3.13 basé sur le deuxième
modèle d’une file de taille 5
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Fig. 3.18 – Modélisation d’une file non bornée
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Fig. 3.19 – Un réseau à file non bornée et son préfixe complet
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3.6 Dépliage d’un produit de réseaux symétriques

Considérer un système comme un ensemble de composantes interagissant est
le point de nombreuses optimisations de méthodes de vérification. Dans cette
partie, nous établissons les éléments théoriques aboutissant à la conception d’un
algorithme de construction d’un préfixe complet basé sur l’analyse des dépliages
des composants.

3.6.1 Produit de réseaux de Petri

Notre modèle est un produit de réseaux de Petri synchronisés sur des noms
d’actions.

Définition 3.54 Soit R1, . . . , Rn des réseaux de Petri étiquetés. Notons Ri =
〈Pi, Ti,Prei,Posti,Σi, λi〉 (nous supposons par commodité que les ensembles de
places et les ensembles de transitions sont deux à deux disjoints). Le produit
R = 〈P, T,Pre,Post,Σ, λ〉 des réseaux Ri est un réseau étiqueté où :

– P =
⋃

i Pi,
– T = {t ∈

∏
i (Ti ∪ {ε}) | ∃a ∈ ∪iΣi,∀i : (a ∈ Σi ∧ t[i] ∈ Ti ∧ λi(t[i]) =

a) ∨ (a /∈ Σi ∧ t[i] = ε)},
– ∀t ∈ T,∀i, ∀p ∈ Pi : Pre(t)(p) = Prei(t[i])(p) et Post(t)(p) = Posti(t[i])(p),
– Σ =

⋃
i Σi,

– ∀t ∈ T,∀i ∈ [1, n], t[i] 6= ε ⇒ λ(t) = λi(t[i]).
Si les Ri ont mi comme marquage initial alors R a m0 =

∑
i mi comme mar-

quage initial. Nous noterons
⊗

i Ri (resp.
⊗

i〈Ri,mi〉) le produit des réseaux
Ri (resp. des réseaux marqués 〈Ri,mi〉).

Une propriété fondamentale pour l’étude du dépliage d’un produit est la
notion de non-réentrance.

Définition 3.55 Soit R = 〈P, T,Pre,Post,Σ, λ,m0〉 un réseau étiqueté mar-
qué. Une étiquette a de Σ est non-réentrante sur R si ∀m ∈ Reach(R,m0),∀t, t′ ∈
T, λ(t) = λ(t′) = a ⇒ Pre(t) + Pre(t′) 6⊆ m. Soit R =

⊗
i〈Ri,mi〉 un produit

de réseaux Ri. Le produit R est non-réentrant si ∀a ∈ Σ,∀i, j, (i 6= j ∧ a ∈
Σi∩Σj) ⇒ a est non-réentrant sur Ri. Un tel produit sera appelé non-réentrant.

Exemple 20 La figure 3.20 présente deux réseaux R1, R2 et leur produit. Nous
pouvons noter que le produit est non-réentrant. Par contre, si nous considérons
les lettres x et y identiques, alors le produit perd sa propriété de non-réentrance.

3.6.2 Dépliage d’un produit de réseaux de Petri

Pour la suite de notre étude, nous considérons un ensemble de réseaux éti-
quetés 〈Ri,mi〉 et leur réseau produit 〈R,m0〉 =

⊗
i〈Ri,mi〉. Nous noterons

βi = 〈〈Bi, Ei, Ini,Out i〉, hi〉 le dépliage de 〈Ri,mi〉 et β = 〈〈B,E, In,Out〉, h〉
le dépliage du produit. En considérant les dépliages βi comme des réseaux éti-
quetés, le produit

⊗
i βi est clairement défini. Noter que ce produit n’est pas
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Fig. 3.20 – Un produit non-réentrant de réseaux
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Fig. 3.21 – Processus arborescent d’un produit non-réentrant de réseaux de
Petri

nécessairement un processus arborescent. Cependant, il sera utilisé comme une
structure intermédiaire pour relier les éléments du dépliage β aux dépliages des
composants βi.

Proposition 3.56 Il existe un homomorphisme Ψ de β dans
⊗

i βi tel que :
– ∀b ∈ B,∀i : Ψ(b) ∈ Bi ⇒ h(b) = hi(Ψ(b)),
– ∀e ∈ E,∀i : si Ψ(e)[i] ∈ Ei alors h(e)[i] = hi(Ψ(e)[i]) sinon h(e)[i] = ε.

Exemple 21 La figure 3.21 donne un exemple d’homomorphisme Ψ du produit
de réseaux de la figure 3.20. A gauche, nous avons les dépliages des composants ;
à droite le dépliage du produit avec pour chaque élément, la valeur de la fonction
Ψ.

La fonction Ψ est utilisée pour caractériser le comportement de chaque com-
posante à partir du comportement du produit. La proposition suivante établit
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Fig. 3.22 – Processus arborescent d’un produit réentrant de réseaux de Petri

que la propriété de non-réentrance garantit que la fonction Φ est injective, et
donc que l’image d’un élément du dépliage (une condition ou un événement)
peut être utilisée pour identifier l’élément.

Proposition 3.57 Soit C une configuration de β. Soit pour tout i, C[i] =
{Ψ(e)[i] | e ∈ C ∧ Ψ(e)[i] 6= ε}. L’ensemble C[i] est une configuration de βi et
Ψ(Cut(C)) =

⋃
i Cut(C[i]). De plus, si 〈R,m0〉 est non-réentrant alors la fonc-

tion qui associe à une configuration C le tuple de configuration 〈C[1], . . . , C[n]〉
est injective.

La figure 3.22 donne un exemple de système réentrant pour lequel une confi-
guration n’est pas identifiée de manière unique par sa projection sur les dépliages
de ces composants. Les deux événements étiquetés 〈ε, z3〉 ont des configurations
locales différentes donnant des projections identiques sur les composantes.

Une fonction importante pour la construction d’un préfixe fini est de déter-
miner si deux conditions b1 et b2 sont concurrentes. Traditionellement, ce test
consiste à vérifier que l’union des deux configurations locales aux deux condi-
tions forme une configuration. La proposition suivante conduit à la mise en
œuvre d’une méthode modulaire pour réaliser ce test.

Proposition 3.58 Soit C,C ′ deux configurations de β. Si 〈R,m0〉 est non-
réentrant, alors C ∪ C ′ est une configuration de β ssi ∀i, C[i] ∪ C ′[i] est une
configuration de βi.

3.6.3 Préfixe fini complet d’un produit de réseaux de Petri

Dans cette section, nous montrons comment combiner des ordres adéquats
sur les configurations des dépliages des composants pour obtenir un ordre adé-
quat sur le dépliage du produit. Cette étude nous conduit à la notion de pré-
ordre bien adéquat.

Définition 3.59 (Pré-ordre bien adéquat) Un pré-ordre � sur les configu-
rations d’un dépliage est bien adéquat si
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– � rafine v,
– � est bien fondé,
– � est compatible avec l’extension : pour toute transition t et toute paire

de configurations C1, C2 de S telle que h(Cut(C1)) = h(Cut(C2)) :

1. C1 ≺ C2 ⇒ ∀C ′
2 ∈ C2 · t,∃C ′

1 ∈ C1 · t : C ′
1 ≺ C ′

2

2. C1 ≡� C2 ⇒ ∀C ′
2 ∈ C2 · t,∀C ′

1 ∈ C1 · t : C ′
1 ≡� C ′

2

Notons que si � est un pré-ordre bien adéquat alors ≺ induit un ordre
partiel adéquat. Cette nouvelle notion permet de combiner facilement des ordres
adéquats pour créer de nouveaux ordres plus fins.

Proposition 3.60 Soit �1,�2 deux pré-ordres bien adéquats sur les configu-
rations d’un dépliage. Soit lex (�1,�2) la relation définie par :

C lex (�1,�2) C ′ ssi C �1 C ′ ∨ (C ≡�1 C ′ ∧ C �2 C ′)

Alors la relation lex (�1,�2) est un pré-ordre bien adéquat.

Un pré-ordre bien adéquat sur les configurations du dépliage définit un pré-
ordre sur les configurations du dépliage du produit. En combinant lexicographi-
quement ces pré-ordres, il est possible de concevoir des ordres adéquats pour la
construction modulaire du préfixe d’un produit. La proposition suivante précise
les résultats de cette méthode.

Proposition 3.61 Soit pour tout i,�i un pré-ordre bien adéquat sur les confi-
gurations du dépliage du réseau Ri. Soit la relation �[i] sur les configurations
du dépliage du produit R des Ri définies par C ≺[i] C ′ si C[i] ≺i C ′[i]). Alors
ces relations sont des pré-ordres bien adéquats. De plus, si R est non-réentrant
et si pour tout i, �i est un ordre total alors lex (≺[1], . . . ,≺[n]) est un ordre total.

La proposition précédente a des conséquences importantes. Elle permet de
sélectionner le meilleur ordre en fonction du type de composantes. Par exemple,
dans [54, 31], les composantes sont des machines à états, l’ordre choisi est total
et peut être facilement testé. Dans la section suivante, nous généraliserons ce
résultat à des produits de réseaux symétriques afin d’obtenir des ordres totaux
adéquats pour des modèles manipulant des files et des machines à états.

3.6.4 Préfixe fini complet d’un produit de réseaux symétriques

Cette partie présente les adaptations attendues des résultats précédants
pour des produits de réseaux symétriques. Nous donnons dans un premier temps
la définition d’un produit de réseaux symétriques, puis redéfinissons la notion
de pré-ordre bien adéquat et concluons par la proposition donnant un ordre
adéquat bien adéquat à la construction modulaire.

Définition 3.62 Soit 〈R1,S1〉, . . . , 〈Rn,Sn〉 une famille de réseaux symétriques.
Le produit 〈R,S〉 =

⊗
i〈Ri,Si〉 est donné par 〈

⊗
i Ri,

∏
i Si〉. Un produit de

réseaux symétriques marqués 〈
⊗

i〈Ri,Si,mi〉 est non-réentrant si le produit⊗
i〈Ri,mi〉 est non-réentrant.
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La définition suivante est simplement une variante de la définition 3.59 te-
nant compte des symétries.

Définition 3.63 (Pré-ordre bien adéquat) Soit 〈S, h〉 le dépliage d’un ré-
seau symétrique 〈R,S,m0〉. Un pré-ordre � sur les configurations du dépliage
est bien adéquat si :

– � rafine v,
– � est bien fondé,
– � est compatible avec l’extension : pour toute transition t et toute paire de

configurations C1, C2 de S telle que ∃g ∈ S, g(h(Cut(C1))) = h(Cut(C2)) :

1. C1 ≺ C2 ⇒ ∀C ′
2 ∈ C2 · t,∃C ′

1 ∈ C1 · g(t) : C ′
1 ≺ C ′

2

2. C1 ≡� C2 ⇒ ∀C ′
2 ∈ C2 · t,∀C ′

1 ∈ C1 · g(t) : C ′
1 ≡� C ′

2

La proposition suivante généralise la proposition 3.61 pour les produits de
réseaux symétriques.

Proposition 3.64 Soit pour tout i, �i un pré-ordre bien adéquat sur les confi-
gurations des dépliages de réseaux symétriques 〈Ri,Si,mi〉. Soit les relations
�[i] sur les configurations du dépliage du produit 〈R,S,m〉 des 〈Ri,Si,mi〉 défi-
nies par C ≺[i] C ′ si C[i] ≺i C ′[i]). Alors ces relations sont des pré-ordres bien
adéquats. De plus, si 〈R,S〉 est non-réentrant et si pour tout i, �i is un ordre
total alors lex (≺[1], . . . ,≺[n]) est un ordre total.

3.7 Construction modulaire du préfixe d’un produit
de réseaux symétriques

Dans cette partie, nous montrons comment construire un préfixe complet
basé sur une décomposition modulaire d’un réseau. D’autre part, les symétries
sont prises en compte pour réduire la taille du préfixe. Nous poursuivons notre
étude à la mise en œuvre d’une implémentation efficace du dépliage pour des
systèmes composés de machines à états et de files.

3.7.1 Construction modulaire

L’algorithme 3.1 présente une construction générique d’un préfixe. Les opé-
rations essentielles pour appliquer cet algorithme à un produit de réseaux symé-
triques sont la manipulation d’un tas à priorité stockant des événements triés
par rapport à leur configuration locale, la détection de raccourci et le calcul
des extensions d’un préfixe. Pour obtenir une construction modulaire, toutes
ces opérations doivent être décomposées en opérations sur les dépliages des
composants. Etant données Ci et C ′

i deux configurations du dépliage d’un com-
posante i et bi une condition de i, nous considérons les opérations élémentaires
suivantes :

1. décider si (Ci) ≺ (C ′
i),

2. calculer Ĉut(Ci),
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Algorithme 3.1 Unfold

Prefix func unfold(PetriNet 〈R,m0〉) {
Prefix prefix (R,m0) ;
SortedHeap heap ;
heap.put(prefix .InitEvent()) ;
while (not heap.isEmpty()) {

Event event := heap.getMax() ;
prefix .addIn(event) ;
if (not prefix .isCutoff(event))

foreach successor in extend(prefix , event)
heap.put(successor) ;

}
return prefix ;

}

3. décider si Ci ∪ C ′
i forme une configuration,

4. décider si bi ∈ Cut(Ci).

Les propositions 3.56 et 3.57 établissent que toute condition OU événement
du préfixe v ∈ B ∪ E peut être codé par Ψ(v) enrichi du n-uplets des confi-
gurations locales sur chaque composant 〈[v][1], . . . , [v][n]〉. Pour le calcul d’une
extension du préfixe du produit, nous introduisons de nouvelles structures de
données permettant de traiter des extensions locales à chaque composant. Pour
un composant i, une extension locale li est un couple (ei,Prei) avec ei est un
événement du dépliage du comosant i (ei ∈ Ei) et Prei est un ensemble de
conditions du dépliage du produit référençant des conditions du dépliage du
composant i (Prei ⊆ Ψ−1(Bi)). Nous imposons que •ei = Ψ(Prei) et que Prei

est un ensemble de conditions concurrentes du préfixe déjà construit. Notons
Li l’ensemble des extensions locales et Li(a) les extensions étiquetées par l’ac-
tion a ∈ Σi (Li(a) = {(ei,Prei) ∈ Li | λi(hi(ei)) = a}). Par convention, nous
définissons Li(a) = {(ε, ∅)} pour a /∈ Σi. En se basant sur ces structures de
données, les opérations élémentaires utilisées pour la construction du préfixe
peuvent être réalisées de la manière suivante :

– Tri des configurations : Nous utilisons l’ordre lexicographique proposé
dans la proposition 3.64.

– Tester si un événement e est un racourci : Nous calculons la coupure de la
configuration locale de e par l’identité h(Cut([e])) =

⋃
i hi(CutR([e][i]))

(voir la proposition 3.57). Ainsi, il suffit de tester l’existence d’un événe-
ment e′ ayant la même valeur de coupure et plus petit que e (i.e. [e′] ≺ [e]).

– Calcul d’une extension : Une extension (globale) n’est rien de plus qu’un
n-uplet d’extensions locales 〈l1, . . . , ln〉 relative à une action donnée a
(li ∈ Li(a)). Pour que cette extension soit valide, il suffit de vérifier que
les conditions

⋃
k Prek soient concurrentes :

– C =
⋃

k[Prek] est une configuration. Ce test est réalisé sur chaque com-
posant (∀i,

⋃
k[Prek][i] est une configuration du préfixe du composant

i).
– Toute condition de

⋃
k[Prek] est dans Cut(C). Ce test est aussi réalisé
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sur chaque composant (∀i,∀b ∈ Prei,Ψ(b) ∈ Cut(C[i])).
Noter que les ensembles d’extensions locales Li(a) doivent être mis à jour
après l’ajout d’un événement dans le préfixe du dépliage du produit.

3.7.2 Produit de machines à états et de files

Appliquer l’algorithme de construction modulaire présenté précédemment
pour des types de composants particuliers suppose la donnée d’une représen-
tation du préfixe des composants, ainsi que la réalisation des opérations élé-
mentaires sur leurs configurations. Dans le cas des machines à états (finis) et
des files, ces problèmes sont très largement simplifiés. En effet, nous avons une
représentation explicite de leurs dépliages.

Le dépliage d’une machine à états est simplement un arbre. Les conditions
et les événements sont identifiés par des séquenses de transitions de la machine.
La table suivante donne la description formelle du dépliage. Notons S l’ensemble
des états de la machine, T l’ensemble de transitions et s0 l’état initial.

Elèment Codage Evénement •e e•

B σ : σ ∈ T ∗ ∧ s0
σ−→ σ · t σ σ · t

Min {ε}
E σ : σ ∈ T+ ∧ s0

σ−→

Les configurations du dépliage sont aussi des séquences de transitions. Pour
comparer les configurations, nous utilisons la taille de la séquence puis l’ordre
lexicographique en considérant une séquence comme un mot sur l’ensemble des
transitions. On supposera au préalable que les transitions de la machine sont
totalement ordonnées. Notons ≺lex l’ordre lexicographique, @ la relation ”est
un préfixe de”. Les opérations élémentaires sur ce dépliage sont réalisées de la
manière suivante :

1. décider si (σ) ≺ (σ′) : |σ| < |σ′| sinon σ ≺lex σ′,

2. calculer Ĉut(σ) : {s ∈ S | s0
σ−→s},

3. décider si σ ∪ σ′ est une configuration : σ @ σ′ ou σ′ @ σ,

4. décider si σ′′ ∈ Cut(σ) : σ = σ′′.

Considérons une file (non bornée) manipulant un ensemble Mess. Les ac-
tions représentant l’ajout et le retrait d’un message m seront notées Send [m] et
Receive[m]. Le dépliage a deux types d’événements : Send et Receive. Un événe-
ment du type Send est complètement défini par la liste de messages ajoutés à la
file jusqu’à l’action Send spécifiée ; de la même manière, un événement du type
Receive est défini par la liste de messages retirés de la file. Nous considérons
trois types de conditions : In, M et Out correspondant aux places du modèle
de la file. Nous pouvons identifier ces conditions par leurs uniques événements
prédécesseurs. Les conditions In et M sont des sorties des événements du type
Send et les conditions Out sont les sorties des événements Receive. La table
suivante donne la description formelle de ce dépliage :
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Elément Codage
B In[σs] : σs ∈ Send∗

M [σs] : σs ∈ Send+

Out[σs, σr] : σs ∈ Send∗ ∧ σr ∈ Receive∗ ∧ µ(σs) = µ(σr)
Min {In[ε], Out[ε, ε]}
E Send [σs] : σs ∈ Send+

Receive[σs, σr] : σs ∈ Send+ ∧ σr ∈ Receive+ ∧ µ(σs) = µ(σr)

Evénement •e e•

Send [σs · ts] In[σs] In[σs · ts], M [σs · ts]
Receive[σs · ts, σr · tr] M [σs · ts], Out[σs, σr] Out[σs · ts, σr · tr]

Les configurations sont codées par des couples de séquences de messages
(σs, σr) ∈ Mess∗ ×Mess∗. La première composante représente la liste des mes-
sages ajoutés et la deuxième, la liste des messages retirés. Nous imposons que
σr @ σs. Notons que l’état de la file après la réalisation des événements d’une
configuration (σs, σr) est σs \ σr. De manière plus générale, les opérations élé-
mentaires sur le dépliage sont réalisées de la manière suivante :

1. décider si (σs, σr) ≺ (σ′s, σ
′
r) : |σs|+ |σr| < |σ′s|+ |σ′r| sinon σs ≺lex σ′s ou

sinon σr ≺lex σ′r

2. calculer ̂Cut(σs, σr) : {m ∈ Mess∗ | µ(σs) = µ(σr) ·m}
3. décider si (σs, σr) ∪ (σ′s, σ

′
r) est une configuration :

– σs v σ′s ∧ (σr v σ′r ∨ (σ′r v σr ∧ µ(σr) v µ(σ′s))) ou
– σ′s v σs ∧ (σ′r v σr ∨ (σr v σ′r ∧ µ(σ′r) v µ(σs)))

4. décider si b ∈ Cut(σs, σr) :
– si b = In[σ′′s ] ou b = M [σ′′s ] : σ′′s = σs

– si b = Out[σ′′s , σ′′r ] : σ′′s v σs ∧ σ′′r = σr

Nous pouvons remarquer que toutes ces opérations peuvent être implémen-
tées par des calculs élémentaires sur les mots. Il en est de même pour le cas
d’une file bornée. La technique la plus simple est de considérer une file bor-
née comme la synchronisation de deux files non bornées : une file stockant les
messages de la file bornée ; une autre file ne stockant qu’un type de message,
comptant et limitant le nombre de messages de la file bornée. Une technique
quasiment équivalente est de définir explicitement le dépliage d’une file bor-
née. Les opérations élémentaires sont de même nature que celles d’une file non
bornée.

Esparza et Römer [31] donne un calcul du préfixe fini d’une file bornée. Il
a été réalisé pour illustrer leur technique de dépliages de produits synchronisés
de machines à états. Ils utilisent la modélisation d’une file bornée donnée par la
figure 3.12. Cet exemple pose une question : quel est l’intérêt de notre technique
alors qu’il est possible de représenter un produit synchronisé de machine à états
et de files bornées par un simple produit de machines à états ? Deux réponses
jouent en faveur de notre technique : (1) bien que les modèles doivent avoir un
nombre fini d’états, le nombre maximal de messages contenus dans une file n’est
pas nécessairement connu à priori ; (2) en général, le préfixe calculé par notre
technique est bien plus petit. Notre technique avait été implémenté dans un outil
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prototype. Cet outil avait été utilisé pour comparer les deux implémentations
d’une file sur un modèle simple de producteur-consommateur communiquant
par une file : le producteur envoie une séquence finie de messages. Nous avons
pu noter que pour une séquence donnée, la taille du préfixe crôıt linéairement
avec la taille de la file avec la technique de Esparza et Römer, alors qu’elle reste
constante avec notre technique. Cet exemple est là pour nous rappeler : (1) que
notre premier modèle d’une file bornée n’est pas la modélisation la plus efficace
pour analyser des systèmes à files ; (2) que l’introduction de symétries dans le
modèle des réseaux de Petri conduit à une modélisation des files bien adaptée
aux techniques de dépliages.

3.8 Conclusion

Nos principales contributions dans le domaine du dépliage sont : (1) la
conception des premiers algorithmes de vérification de formules LTL\X ; (2)
l’étude de systèmes manipulant des files (non bornées). Le bogue que nous avons
détecté dans la méthode de F. Wallner [87] a été corrigé de manière remarquable
par J. Esparza et K. Heljanko [29, 30]. Ces travaux ont été notre source d’ins-
piration pour la notion d’ordre doublement adéquat utilisée pour la détection
de cycles. Malgré tous ces travaux, notre objectif est et reste la réalisation d’un
outil de vérification de formules LTL comparable à l’outil SPIN.

Jusqu’à présent, beaucoup de prototypes ont été développés pour illustrer
les techniques de dépliage et leurs évaluations sur des exemples académiques
ont démontré la pertinence de l’approche. Nous pouvons noter toutefois l’outil
PEP [5] qui intègre un module de vérification pour les propriétés de sûreté.
Cependant, je ne connais pas de grand succès des techniques de dépliages sur
des systèmes industriels comme il en existe pour les BDD ou les techniques
de réduction par ordre partiel. Je pense que la réalisation d’un outil est à ce
jour nécessaire pour faire le point sur ces techniques et je suis convaincu que
des améliorations et des optimisations sont à trouver pour rendre la technique
apte à traiter des systèmes de grande taille. Par exemple, sur un problème
aussi simple que la détection d’un état bloquant, il est nécessaire de construire
un préfixe complet avant de lancer l’algorithme de détection alors que dans la
plupart des autres méthodes, cette détection est réalisée simplement à la volée.



Chapitre 4

Vérification symbolique

Dans les années 90, les industries des composants électroniques, dans leur
recherche d’outils pour améliorer le niveau de confiance de leurs produits, ont
adopté les diagrammes de décisions binaires (BDD) [8] pour traiter des com-
posants de plus en plus complexes. Les BDD sont des structures codant des
fonctions booléennes. Ils peuvent être vus comme des arbres où les états re-
présentent des choix de valeurs de variables booléennes ; un ordre total sur les
variables garantit l’unicité du codage d’une fonction. Les techniques de par-
tage de structures, combinées à des méthodes de réductions, conduisent à des
implémentations extrêmement efficaces en pratique [63, 50]. Ainsi, des vérifica-
tions exhaustives ont pu être réalisées sur des systèmes comprenant des billions
d’états [63, 50]. Le pouvoir d’expression des BDD est suffisant pour manipuler
une grande classe de systèmes finis [9]. De plus, certains systèmes dynamiques
peuvent être pris en compte avec ce type de techniques [53]. Comme le nombre
de variables des systèmes étudiés est un facteur critique, de nombreuses struc-
tures ”̀a la BDD”ont été proposées [64, 11]. D’autres structures ont plutôt cher-
ché à étendre le domaine d’application de ces techniques [2, 44, 43, 56, 70, 57].

Dans le cadre de projets industriels, nous avons conçu une nouvelle structure
à la BDD, les Diagrammes de Décisions de Données (DDD) [17, 7]. Notre objec-
tif était de fournir un outil flexible qui peut être autant que possible adapté pour
la vérification de tout type de modèles et qui offre des capacités de traitement
similaires aux BDD. A la différence des BDD, les opérations sur nos structures
ne sont pas prédéfinies, mais une classe d’opérateurs, appelée homomorphismes,
est introduite pour permettre à un utilisateur de concevoir ses propres opéra-
tions. Dans notre modèle, les variables ne sont pas booléennes ; elles prennent
leurs valeurs dans des domaines non nécessairement bornés. Une autre caracté-
ristique intéressante est qu’aucun ordre sur les variables est présupposé dans la
définition. De plus, une variable peut apparâıtre plusieurs fois dans un même
chemin. Cette propriété est très utile quand on manipule des structures dy-
namiques comme les files. Grâce à la grande flexibilité de la structure, nous
avons montré l’aptitude des DDD à traiter des programmes VHDL (dans le
cadre du projet CLOVIS, un projet DGA). Les succès de notre première étude
ont conduit les DDD à être choisis (dans le projet MORSE, un projet RNTL)
comme structures pour la vérification de systèmes décrits en LFP [71, 7], un

81



82 CHAPITRE 4. VÉRIFICATION SYMBOLIQUE

langage de prototypage de haut niveau.

La principale limite des structures à la BDD est qu’elles ne permettent de
traiter que des ensembles finis d’états. En particulier, les DDD ont été conçus
pour être une structure généraliste offrant une grande flexibilité pour le codage
d’un ensemble d’états et autorisant la conception de nouveaux opérateurs pour
simuler une grande variété d’actions. Cependant, dès qu’une vérification néces-
site la manipulation d’un ensemble infini d’états, les DDD sont inadaptés. Pen-
dant ma délégation au LSV, dans le groupe infini, j’ai conçu une nouvelle struc-
ture, les automates partagés, pour manipuler des automates finis. L’émergence
d’outils à base d’automates pour la manipulation symbolique de structures in-
finies [91, 26, 3] font qu’améliorer l’efficacité des bibliothèques d’automates est
d’un intérêt essentiel. Une approche prometteuse est la réalisation d’une biblio-
thèque à la BDD parce que les BDD ont largement fait leurs preuves dans la
vérification de systèmes finis de grande taille [9]. Notre nouvelle structure pour
la manipulation d’automates est basée sur les deux grands principes des BDD :

– (1) une table de hachage garantit une structure canonique forte de la
représentation des automates, et stocke une forêt d’automates tout en
partageant les sous-structures communes,

– (2) un cache de calcul garde les résultats des opérations sur les automates,
ainsi que ceux réalisés sur leurs sous-structures.

Le premier principe offre un test d’égalité sur les automates en temps constant,
alors que le deuxième permet d’accélérer l’évaluation des opérations. Le point
clef de cette nouvelle structure est la décomposition d’un automate en ses com-
posantes fortement connexes et la conception d’un algorithme de minimisation
d’automates incrémental basé sur cette décomposition transformant un auto-
mate en un automate partagé. Nous avons expérimentalement comparé PresTaf,
une implémentation élémentaire de la logique de Presburger basée sur les auto-
mates partagés, et l’outil LASH [91] utilisant des algorithmes classiques sur les
automates. Cette étude expérimentale sur un problème d’exploration de l’espace
des états de systèmes infinis a montré le grand intérêt de notre nouvelle struc-
ture, et plus particulièrement a mesuré le bénéfice que les automates partagés
peuvent apporter à des outils comme LASH.

Ce chapitre est organisé en deux parties. La première partie donne les défi-
nitions des DDDs, des opérations sur DDD et donne quelques informations sur
l’implémentation de la bibliothèque que nous avons réalisée. Cette partie ter-
mine par une étude de cas montrant la grande flexibilité des DDD à représenter
des modèles complexes. La deuxième partie est dédiée aux automates partagés.
Après une étude théorique, nous décrivons les structures de données et les algo-
rithmes pour l’implémentation d’une bibliothèque d’automates partagés. Enfin,
nous terminons par une étude expérimentale.
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Fig. 4.1 – Deux exemples de Diagrammes de Décisions de données

4.1 Diagrammes de décisions de données

4.1.1 Définitions des DDD

Les diagrammes de décisions de données (DDD) sont des structures de don-
nées pour représenter des ensembles de séquences d’affectations de la forme
e1 = x1; e2 = x2; · · · en = xn où les ei sont des variables et les xi des valeurs de
variables. Quand les variables apparaissent dans un ordre prédéfini et qu’elles
sont de type booléen, les DDD cöıncident avec les diagrammes de décisions
binaires. Pour les diagrammes de décisions de données, nous n’imposons pas
d’ordre, une variable peut apparâıtre plusieurs fois dans une même séquence et
les domaines des variables peuvent être infinis.

Traditionnellement, les diagrammes de décisions sont représentés par des
arbres. La figure 4.1 donne à gauche un arbre de décisions contenant l’ensemble
des séquences A = {(a = 1; a = 1), (a = 1; a = 2; b = 0), (a = 2; b = 3)}.
Le noeud identifié par 1 est le noeud terminal acceptant, et 0 le noeud non
acceptant. Parce que nous ne faisons pas d’hypothèse sur la cardinalité des
domaines, les décisions non acceptantes ne sont pas représentées. Ainsi, le noeud
0 n’apparâıt pas dans la figure 4.1.

Tout ensemble de séquences ne peut pas être représenté dans notre forma-
lisme. En effet, prenons l’exemple A∪{(a = 2; a = 3)} ; après l’affectation a = 2,
on voudrait représenter l’affectation a = 3 et b = 3 et ceci n’est pas possible
dans notre structure : les variables sont les étiquettes des noeuds et deux arcs
de même valeur doivent être fusionnées. Nous avons introduit un nouveau type
de noeud terminal >, nommé indéfini. Il est utilisé pour donner des approxi-
mations de n’importe quel ensemble de séquences. La figure 4.1 donne à droite
l’arbre de décisions pour l’ensemble A ∪ {(a = 2; a = 3)}.

Dans la suite, E est un ensemble de variables, pour toute variable e, Dom(e)
représente le domaine de la variable e.
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Définition 4.1 (Diagramme de Décisions de Données) L’ensemble ID des
DDDs est construit inductivement par d ∈ ID si :

– d ∈ {0, 1,>} ou
– d = (e, α) avec :

– e ∈ E
– α : Dom(e) → ID, tel que {x ∈ Dom(e) |α(x) 6= 0} est fini.

Nous notons e
a−→ d, le DDD (e, α) avec α(a) = d et pour tout x 6= a, α(x) = 0.

Pour avoir une représentation canonique des DDD, nous introduisons une
relation d’équivalence.

Proposition 4.2 (Relation d’équivalence) Soit ≡ la relation définie induc-
tivement pour tout d, d′ ∈ ID par

– d = d′, ou
– d = 0, d′ = (e′, α′) et ∀x ∈ Dom(e′) : α′(x) ≡ 0, ou
– d = (e, α), d′ = 0 and ∀x ∈ Dom(e) : α(x) ≡ 0, ou
– d = (e, α), d′ = (e′, α′) and (d ≡ 0) ∧ (d′ ≡ 0), ou
– d = (e, α), d′ = (e′, α′) and (e = e′) ∧ (∀x ∈ Dom(e) : α(x) ≡ α′(x))

La relation ≡ est une relation d’équivalence.

A partir de maintenant, nous identifirons un DDD à sa classe d’équivalence.
Nous utiliserons 0 pour représenter l’ensemble vide. Une représentation cano-
nique d’un DDD peut être obtenue en remplaçant tous les DDD équivalents à
0 par le noeud terminal 0.

Une caractéristique importante des DDD est la notion d’approximation.
Intuitivement, > désigne n’importe quel ensemble de séquences. Quand le noeud
> n’apparâıt pas dans un DDD, le DDD représente précisément un ensemble
de séquences ; nous dirons que le DDD est bien défini.

Définition 4.3 (Bien défini) Un DDD d est bien défini si
– d = 0, ou
– d = 1, ou
– d = (e, α) où ∀x ∈ Dom(e) : α(x) est bien défini.

D’une certaine manière, > est la pire des approximations d’un ensemble de
séquences. Nous introduisons un ordre partiel formalisant la notion d’approxi-
mation : la relation ”mieux défini que”.

Proposition 4.4 (Mieux défini) Soit la relation �, appelée ”mieux défini
que”, définie pour tout ∀d, d′ ∈ ID par d � d′ si

– d′ = >, ou
– d ≡ d′, ou
– d ≡ 0, d′ = (e′, α′) et ∀x ∈ Dom(e′) : 0 � α′(x)
– d = (e, α), d′ = (e′, α′) et (e = e′) ∧ (∀x ∈ Dom(e) : α(x) � α′(x))

La relation � est un ordre partiel sur les classes d’équivalences de ID. De plus
les DDD bien définis sont les éléments minimaux par rapport à la relation �.
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Nous imposons que les opérateurs sur les DDD doivent être compatibles par
rapport à la relation mieux défini. Ceci conduit à la définition suivante :

Définition 4.5 (Opérateur) Soit f une fonction de IDn → ID. f est un opé-
rateur sur ID si f est compatible par rapport à la relation � :

∀(di)i ∈ IDn,∀(d′i)i ∈ IDn :
(
∀i : di � d′i

)
⇒ f((di)i) � f((d′i)i)

4.1.2 Opérations sur les DDD

Dans cette section, nous proposons une généralisation des opérations en-
semblistes respectant la compatibilité par rapport à la relation mieux défini. En
particulier, si les opérandes sont bien définis, le résultat sera aussi bien défini
que possible.

Définition 4.6 (Opérations ensemblistes) La somme +, le produit ∗, la
différence \ de deux DDD sont inductivement définis par

+ 0 ∨ (e2, α2) ≡ 0 1 > (e2, α2) 6≡ 0
0 ∨ (e1, α1) ≡ 0 0 1 > (e2, α2)

1 1 1 > >
> > > > >

(e1, α1) 6≡ 0 (e1, α1) > > (e1, α1 + α2) si e1 = e2

> si e1 6= e2

∗ 0 ∨ (e2, α2) ≡ 0 1 > (e2, α2) 6≡ 0
0 ∨ (e1, α1) ≡ 0 0 0 0 0

1 0 1 > 0
> 0 > > >

(e1, α1) 6≡ 0 0 0 > (e1, α1 ∗ α2) si e1 = e2

0 si e1 6= e2

\ 0 ∨ (e2, α2) ≡ 0 1 > (e2, α2) 6≡ 0
0 ∨ (e1, α1) ≡ 0 0 0 0 0

1 1 0 > 1
> > > > >

(e1, α1) 6≡ 0 (e1, α1) (e1, α1) > (e1, α1 \ α2) si e1 = e2

(e1, α1) si e1 6= e2

où pour toute opération � ∈ {+, ∗, \}, α1 �α2 est l’application de Dom(e1) → ID
définie par ∀x ∈ Dom(e1) : (α1 � α2)(x) = α1(x) � α2(x).

L’opération de concaténation correspond à la concaténation de langage. La
définition qui suit tient compte des aspects d’approximation.
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Définition 4.7 (Opération de concaténation) Soit d, d′ deux DDD. La conca-
ténation d · d′ est inductivement définie par :

d · d′ =


0 si d = 0 ∨ d′ ≡ 0
d′ si d = 1
> si d = > ∧ d′ 6≡ 0
(e,
∑

x∈Dom(e)(e
x→ (α(x) · d′))) si d = (e, α)

Les opérateurs que nous venons de définir respectent la définition d’opéra-
teurs sur les DDD (définition 4.5). Ils vérifient en partie les propriétés habituelles
tel que la commutativité et l’associativité. Cependant, on peut noter que ∗ n’est
pas associatif.

Proposition 4.8 (Propriétés des opérations élémentaires) Les opérateurs
∗,+, \, · sont des opérateurs sur les DDD. De plus, ∗,+ sont commutatifs et +, ·
sont associatifs. L’opérateur ∗ n’est pas associatif.

Grâce aux propriétés de l’opérateur +, nous pouvons représenter un DDD
(e, α) comme une somme

∑
x∈Dom(e)(e

x→ α(x)). Notons que cette somme a un
nombre fini de termes non nuls. Par extension, tout DDD est une expression
définie à partir des constantes 0, 1, >, de concaténations élémentaires e x−→d et
de sommes de DDD.

Exemple 22 Soient dA le DDD représenté dans la figure 4.1 à gauche, et dB

celui de droite. Ces DDD sont représentés formellement par :

dA = a 1−→
(
a 1−→1 + a 2−→b 0−→1

)
+ a 2−→b 3−→1

dB = a 1−→
(
a 1−→1 + a 2−→b 0−→1

)
+ a 2−→>

Réalisons quelques calculs :

dA + a 2−→a 3−→1 = a 1−→
(
a 1−→1 + a 2−→b 0−→1

)
+ a 2−→

(
b 3−→1 + a 3−→1

)
= a 1−→

(
a 1−→1 + a 2−→b 0−→1

)
+ a 2−→>

= dB(
a 1−→1 ∗ a 2−→1

)
∗ > = 0 ∗ > = 0 6= a 1−→1 ∗

(
a 2−→1 ∗ >

)
= a 1−→1 ∗ > = >

dA \ dB = a 2−→
(
b 3−→1 \ >

)
= a 2−→>

dB · c 4−→1 = a 1−→
(
a 1−→c 4−→1 + a 2−→b 0−→c 4−→1

)
+ a 2−→>

Notons que le deuxième calcul donne un contre exemple de l’associativité de
l’opérateur produit.

En général, les propriétés classiques de distributivité des opérateurs sont
rarement vérifiées. Cependant dès que les opérandes et les résultats sont bien
définis, ces propriétés restent valides. Dans la proposition suivante, nous préci-
sons ces propriétés en tenant compte de la relation ”mieux défini”.
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Proposition 4.9 (Distributivité faible) Le produit ∗ et la concaténation ·
sont faiblement distributives par rapport à la somme + ; la différence \ est fai-
blement distributive à droite avec la somme + :

∀d1, d2, d ∈ ID :


d ∗ d1 + d ∗ d2 � d ∗ (d1 + d2)
(d1 \ d) + (d2 \ d) � (d1 + d2) \ d
d · d1 + d · d2 � d · (d1 + d2)
(d1 · d) + (d2 · d) � (d1 + d2) · d

4.1.3 Homomorphismes sur les DDD

Notre objectif est de généraliser la notion d’homomorphisme sur les DDD
en tenant compte de la notion d’approximation introduite par la constante >.
L’identité f(d1) + f(d2) = f(d1 + d2) doit être réécrite en remplaçant l’égalité
par la relation ”mieux défini”. Notons que grâce à la distributivité faible des
opérateurs, nous déduisons que la propriété d’homomorphisme est vérifiée pour
les fonctions classiques suivantes : d ∗ Id, Id \ d, Id · d, d · Id où d est un DDD et
Id est la fonction identité. Nous imposons en plus qu’un homomorphisme doit
être un opérateur sur les DDD et que l’image de 0 est 0.

Définition 4.10 (Homomorphisme) Une fonction Φ sur les DDD est un
homomorphisme si Φ(0) = 0 et

∀d1, d2 ∈ ID :
{

Φ(d1) + Φ(d2) � Φ(d1 + d2)
d1 � d2 ⇒ Φ(d1) � Φ(d2)

La somme et la composition de deux homomorphismes sont des homomor-
phismes.

Proposition 4.11 (Somme et composition) Soit Φ1, Φ2 deux homomor-
phismes. Alors Φ1 + Φ2, Φ1 ◦ Φ2 sont des homomorphismes.

Jusqu’à présent, nous avons à notre disposition les homomorphismes d∗Id et
Id\d qui donnent la possibilité d’extraire ou de retirer des séquences contenues
dans un DDD donné. Les deux homomorphismes Id · d et d · Id permettent la
concaténation d’un ensemble de séquences à gauche ou à droite. Par exemple,
l’ajout à gauche d’une affectation e1 = x1 est très souvent utilisé et est réalisé
par l’homomorphisme de concaténation e1

x1−→Id. Evidemment, nous pouvons
combiner des opérateurs à l’aide de la somme et de la composition.

Cependant le pouvoir d’expression de ces homomorphismes élémentaires est
très limité ; par exemple, nous ne pouvons définir l’opérateur qui modifie la va-
leur d’une variable. Une manière simple de créer sa propre fonction Φ est de don-
ner les valeurs de la fonction pour 1 et les DDD de la forme e x−→d ; la valeur de la
fonction pour le DDD (e, α) pourra être donnée par

∑
x∈Dom(e) Φ(e x−→α(x)) et

on pourra poser Φ(>) = >. Une condition suffisante pour que Φ soit un homo-
morphisme est que les applications Φ(e, x) définies par Φ(e, x)(d) = Φ(e x−→d)
soient des homomorphismes. Par exemple, inc(e, x) = ex+1−→Id et inc(1) = 1
définissent l’homomorphisme incrémentant la valeur de la première variable.
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L’introduction de la récursivité dans la description d’un homomorphisme étend
très largement le pouvoir d’expression de ces homomorphismes. Par exemple,
nous pouvons généraliser notre opération d’incrémentation à l’homomorphisme
inc(e1) qui incrémente la valeur de la variable e1. Cet homomorphisme est donné
par inc(e1)(e, x) = ex+1−→Id si e = e1 et sinon inc(e1)(e, x) = e x−→inc(e1). En
effet si la première variable du DDD est e1 alors la valeur de e1 est incrémentée,
sinon l’homomorphisme est appliqué récursivement sur les variables suivantes.
La proposition suivante formalise la notion d’homomorphisme récursif.

Proposition 4.12 (Homomorphisme récursif) Soit I un ensemble d’indices.
Soit (di)i∈I une famille de DDD. Soit (τi)i∈I et (πi,j)i,j∈I une famille d’homo-
morphismes. Supposons que ∀i ∈ I, l’ensemble {j ∈ I | πi,j 6= 0} est fini. Alors
les fonctions récursives (Φi)i∈I :

∀d ∈ ID,Φi(d) =


0 si d = 0
di si d = 1
> si d = >∑

x∈Dom(e),j∈I πi,j ◦ Φj(α(x)) + τi(α(x)) si d = (e, α)

sont des homomorphismes. De tel homomorphismes sont appelés homomor-
phismes inductifs. Nous noterons l’expression

∑
j∈I πi,j ◦ Φj + τi par Φi(e, x).

Un homomorphisme inductif Φ est donné par des homomorphismes inductifs
Φ(e, x) et sa valeur Φ(1). Les deux exemples suivants illustrent le pouvoir de
cette notion pour concevoir de nouveaux homomorphismes. Le premier exemple
donne la description formelle de l’opérateur d’incrément. Le second exemple est
un opérateur de permutation des valeurs de deux variables.

Exemple 23 L’opérateur d’incrément est donné par :

inc(e1)(e, x) =

{
e

x+1−→ Id si e = e1

e
x−→ inc(e1) sinon

inc(e1)(1) = 1

Détaillons l’application de inc sur un DDD :

inc(b)(a 1−→b 2−→c 3−→d 4−→1) = a 1−→inc(b)(b 2−→c 3−→d 4−→1)
= a 1−→b 3−→Id(c 3−→d 4−→1)
= a 1−→b 3−→c 3−→d 4−→1

Exemple 24 L’homomorphisme swap(e1, e2) permute les valeurs des variables
e1 et e2. Sa description utilise trois autres homomorphismes récursifs : rename(e1),
down(e1, x1), up(e1, x1). L’homomorphisme rename(e1) renomme la première
variable e1 ; down(e1, x1) affecte la variable e1 à la valeur x1 et recopie l’an-
cienne affectation de e1 en première position ; up(e1, x1) met en seconde position
l’affectation e1 = x1.
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swap(e1, e2)(e, x) =


rename(e1) ◦ down(e2, x) si e = e1

rename(e2) ◦ down(e1, x) si e = e2

e
x−→ swap(e1, e2) sinon

swap(e1, e2)(1) = >

rename(e1)(e, x) = e1
x−→ Id

rename(e1)(1) = >

down(e1, x1)(e, x) =
{

e
x−→ e

x1−→ Id si e = e1

up(e, x) ◦ down(e1, x1) sinon
down(e1, x1)(1) = >

up(e1, x1)(e, x) = e
x−→ e1

x1−→ Id
up(e1, x1)(1) = >

Le rôle de chaque homomorphisme récursif est illustré par l’évaluation sui-
vante :

swap(b, d)(a 1−→b 2−→c 3−→d 4−→1) = a 1−→swap(b, d)(b 2−→c 3−→d 4−→1)
= a 1−→rename(b) ◦ down(d, 2)(c 3−→d 4−→1)
= a 1−→rename(b) ◦ up(c, 3) ◦ down(d, 2)(d 4−→1)
= a 1−→rename(b) ◦ up(c, 3)(d 4−→d 2−→1)
= a 1−→rename(b)(d 4−→c 3−→d 2−→1)
= a 1−→b 4−→c 3−→d 2−→1

Remarquons que swap(b, e)(a 1−→b 2−→c 3−→d 4−→1) = a 1−→>.

4.1.4 Implémentation d’une bibliothèque de diagrammes de dé-
cisions de données

Pour écrire un programme orienté objet manipulant des DDD, un program-
meur a besoin d’une hiérarchie de classes traduisant les concepts mathématiques
des DDD, des opérations ensemblistes, de la concaténation, d’homomorphismes
et d’homomorphismes inductifs. Ces concepts sont traduits dans notre interface
par la définition de trois classes (DDD, Hom and InductiveHom) pour lesquelles
tous les moyens de construire et de manipuler des DDD sont donnés. En effet,
l’objectif de notre travail est la conception d’une bibliothèque simple d’emploi ;
ainsi nous avons utilisé la surcharge des opérateurs de C++ pour rendre aussi
intuitif que possible l’interface de la bibliothèque.

D’un point de vue théorique, un homomorphisme inductif Φ est un homo-
morphisme défini par le DDD Φ(1) et une famille d’homomorphisme Φ(e, x). Les
homomorphismes inductifs ont en commun leurs méthodes d’évaluation et ceci
conduit à la définition d’une classe, nommée InductiveHom, qui contient la mé-
thode d’évaluation, et donne, en terme de méthodes abstraites, les composantes
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d’un homomorphisme inductif ; Φ(1) et Φ(e, x). Pour concevoir un homomor-
phisme inductif, il suffit de dériver la classe InductiveHom et d’implémenter les
méthodes abstraites Φ(1) et Φ(e, x).

L’implémentation de notre interface est basée sur les trois modules suivants :
– Un module de manipulation des DDD : grâce à la technique de la table

d’unicité inspirée des BDD, il implémente le partage des sous structures
et garantit la canonicité de la structure arborescente des DDD.

– Un module de manipulation des homomorphismes : il manipule les don-
nées, ainsi que les méthodes d’évaluation des homomorphismes. La canoni-
cité syntaxique d’un homomorphisme est garantie par une table d’unicité.
Nous utilisons la notion de classes dérivées pour représenter de manière
uniforme une large classe de type d’homomorphismes.

– Un module de calcul : il fournit la méthode d’évaluation des opérations
des DDD, ainsi que celle de l’évaluation des homomorphismes. Pour accé-
lérer les calculs, ce module utilise un cache de calcul pour éviter les éva-
luations redondantes. L’utilisation d’un cache de calcul ramène la com-
plexité de l’évaluation des opérations ensemblistes à des temps polyno-
miaux. Comme les homomorphismes inductifs sont conçus par des utili-
sateurs de la bibliothèque, nous ne pouvons pas connâıtre à l’avance la
complexité de leurs évaluations.

4.1.5 Une étude de cas : le BART de San Francisco

Cette section décrit sommairement l’utilisation des DDD dans le calcul des
états d’un modèle de système ferroviaire, en l’occurence le BART de San Fran-
cisco, modélisé dans un langage de prototypage de haut niveau Lf P.

Le langage Lf P.

Lf P est un langage pivot destiné à fournir une description formelle de sys-
tèmes distribués. Les comportements sont exprimés en Lf P au moyen d’auto-
mates et supporte une conception orientée objet. En outre, le langage propose
les fonctionnalités de haut niveau telles que l’envoi de messages, les appels
de procédures distants, l’instanciation dynamique et la destruction d’instances
ainsi que les appels de méthodes avec passage de paramètres. La possibilité de
traduire une spécification Lf P en une représentation des états sous la forme de
DDD, et des transitions sous la forme d’homomorphismes rendent possible la
vérification formelle des modèles au moyen de cette représentation compacte.
Nous montrons comment ces caractéristiques ont pu être implémentées en uti-
lisant les DDD pour le calcul des états accessibles du système BART.

Un modèle du système ferroviaire BART.

L’architecture UML du système ferroviaire est présentée Figure 4.2. Le mo-
dèle est composé de 7 classes :

– Extern data représente une approximation du monde réel utilisée par la
simulation. Cette classe n’est pas representée par un DDD, elle est im-
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Fig. 4.2 – Description UML du modèle BART

plémentée sous la forme d’une bibliothèque externe modélisant le monde
réel.

– Operator représente l’opérateur qui démarre le système et peut remplir
d’autres fonctions qui n’ont pas été incluses dans l’implémentation.

– Line Manager contrôle l’insertion et l’enlèvement des trains sur une ligne.
– Train représente le calculateur à bord d’un train. Celui-ci met à jour les

paramètres du train (position, vitesse) en fonction des messages reçus.
– Move controller et Anti collision system sont les contrôleurs associés à un

train. Move controller contrôle les mouvements du train en fonction des
paramètres (position, vitesse) ainsi que d’éventuels messages d’alerte en
provenance du détecteur de collision Anti collision system. Le détecteur de
collision est constamment informé de la position du train prédécesseur et
peut donc initier les procédures d’urgence.

– Comm représente le système de communication. Il a son propre système
d’adressage. Chaque instance communicante reçoit une adresse au début
de son exécution. Les messages sont stockés dans des zones mémoires, ap-
pelées binders. Un binder global partagé par toutes les instances contient
les messages envoyés. A chaque instance est associé un binder local et un
processus, appelé média, qui transfert les messages du binder global vers
le binder local.

Chaque instance d’objet s’exécute selon l’automate associé. Le calcul des
états se fait en considérant que tout franchissement de transition est atomique.
Ce calcul prend donc en compte tous les entrelacements possibles des exécutions
parallèles.

Calcul des états accessibles avec les DDD

Nous décrivons dans ce paragraphe le codage du modèle Lf P au moyen des
DDD. Schématiquement, la structure choisie pour coder l’état d’un modèle ex-
primé en Lf P est représentée figure 4.3. Global information sont les variables
globales. Les variables globales contiennent aussi un ou plusieurs binders glo-
baux servant aux communications entre les instances. Un seul binder global est
créé dans le cas du BART. Une instance de classe comporte des attributs, un
compteur de programme et une pile. Le binder est un multi-ensemble servant
à modéliser un réceptacle de messages. Le local média est une instance par-
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Shared variables Local mediaBindersClass instance Local mediaBindersClass instance

Global information ... Class  instances and local mediaClass  instances and local media n1

Program counterInstance attributes Stack Program counter Local variables

Local variablesParametersProgram counter Local variablesParametersProgram counter...

...

Fig. 4.3 – Structure d’un état du modèle

ticulière modélisant le protocole de communication. La définition d’un ordre
déterministe à tous les niveaux de la hiérarchie est très importante pour garan-
tir une représentation canonique de l état. Une étude préliminaire du modèle
doit être menée afin de déterminer un codage canonique efficace de l’état.

Dans notre implémentation du système BART, un état a les caractéristiques
dynamiques suivantes :

– le nombre d’instances peut varier (création et destruction),
– chaque instance contient une pile pouvant contenir des variables locales,

des paramètres d’appel de procédure distant, et une valeur de retour du
compteur de programme PC,

– les binders contiennent un nombre variable de messages, leur capacité
maximale est fixée par le modèle,

– les média locaux stockent des messages, leur capacité maximale est fixée
par le modèle,

– les adresses sont stockées dans des variables de type ensemble,
– les messages sont des vecteurs dont la taille dépend de leur type,

Nous avons implémenté un ensemble d’homomorphismes qui, combinés en-
semble, permettent de représenter la sémantique opérationnelle de Lf P. La
composition de ces homomorphismes permet de réaliser des actions telles que :
l’envoi de message, la réception de message, l’évaluation des préconditions des
transitions, les appels de procédures distants et des méthodes locales, la créa-
tion et la destruction d’instances. Ces homomorphismes s’appuient sur des opé-
rateurs de base tels que : l’affectation de variable, l’évaluation d’expressions,
les opérations sur les piles, les multi-ensembles et les tableaux. Les transitions
sont implémentées au moyen de deux homomorphismes. Test transition(t) va
retourner un DDD identifiant les états qui satisfont la précondition. Comme
une transition peut être franchissable simultanément par plusieurs instances,
un état sera retourné pour chaque instance afin de pouvoir calculer toutes les
séquences possibles. Fire transition(t) va retourner l’ensemble des états obtenus
après le franchissement de la transition.
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Le calcul des états accessibles est réalisé au moyen d’une boucle qui tente
le franchissement de chacune des transitions. L’accumulation des états s’arrête
quand aucun nouvel état n’est créé.

Résultats de l’expérimentation

L’implémentation du modèle a requis le codage de plus de 100 transitions
et l’élaboration d’ états représentant jusqu’à (6×t+4) tâches si t est le nombre
maximum de trains. Les expérimentations ont été réalisées sur un Pentium 4
cadencé à 2.2 Giga hertz et 512M de mémoire.

Trois hypothèses ont été définies afin de pouvoir stocker le résultat en mé-
moire.

La première hypothèse H0 a trait à la mise à jour de la position physique
des trains. H0 suppose que toutes les transitions procédant à la mise à jour
des paramètres physiques des trains sont franchies séparément et ne sont en-
trelaçables avec aucune autre transition du système. Ces transitions ne sont
examinées que lorsque le calcul des états ne progresse plus avec les données
courantes. Cette hypothèse est relativement faible dans la mesure où elle per-
met d’éviter de considérer des cas de détection de collision de deux trains dont
les positions sont calculées à des dates différentes.

La seconde hypothèse H1 contient H0 et suppose que les communications
locales entre une instance et son média local sont terminées avant la mise à jour
synchronisée de la position des trains. Ceci nous permet d’éviter de considérer
des cas d’arrivée tardive de messages asynchrones. Ces messages invalides sont
en contradiction avec l’hypothèse que dans le modèle, les communications sont
fiables. Cette hypothèse suppose également que le Line Manager ne tente pas
l’ajout ou le retrait d’un train lors de la mise à jour synchronisée des trains.
Cette hypothèse vise à limiter l’entrelacement des franchissements des transi-
tions au moment ou la simulation modifie les positions des trains.

La troisième hypothèse H2, est beaucoup plus forte et a été mise en place
pour permettre le calcul des états avec 512M de mémoire. Cette hypothèse
contient H1 et, de plus, suppose qu’aucun message ne circule durant la mise à
jour simultanée de la position des trains.

Les résultats montrent que l’impact de cette seconde hypothèse est impor-
tant même quand la taille du binder global est minimale (3 messages). Toutes
les exécutions ont été réalisées avec la même description physique des trains et
de la voie. Le modèle physique simulant les trains a été ajusté pour que celui-ci
génère 6 positions. Dans le cas d’exécution pour deux trains, 2 situations de
traitement anti-collision se produisent. Les tableaux suivant résument quelques
expérimentations. Le DDD résultant contient tous les états accessibles. Colonne
Taille Glb est la capacité de stockage, en nombre de messages, du binder global.
Colonne Taille Loc est la capacité de stockage, en nombre de messages, d’un
binder local et de son média. Colonne NbEtats est le nombre total d’états. Co-
lonne LMax est la taille maximum de l’état en nombre d’affectations. Colonne
partage est la taille du DDD en nombre de noeuds. Un noeud utilisé plusieurs
fois compte pour 1 en utilisation mémoire. Colonne sans partage est la taille
du DDD sans utiliser le partage. Une comparaison avec la colonne précédente
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donne une idée qualitative du codage de l’état. En effet, un partage efficace est
important pour la sauvegarde de l’espace mémoire. Colonne Temps donne la
durée du calcul en secondes. Les tables montrent l’impact de la capacité des
binders et média sur le calcul des états. La table 4.1 considère 1 train avec l’hy-
pothèse H1. La table 4.2 considère 2 trains avec l’hypothèse H2. La table 4.3
considère 2 trains avec l’hypothèse H1. Les résultats montrent que les capacités
de stockage locales ont un impact limité. Les paramètres déterminant sont le
nombre de trains, la capacité du binder global et les hypothèses restrictives. Les
résultats de la table 4.3 n’ont pu être terminés faute de mémoire.

Taille Glb Taille Loc NbEtats LMax partage sans partage Temps (sec)
3 1 10606 118 8343 250405 11
4 1 40099 124 18872 853917 27
5 1 74440 130 29222 1.54e+06 46
3 2 48237 121 10708 994775 17
3 3 62068 121 11320 1.25e+06 21
3 4 63706 121 11165 1.28e+06 21

Tab. 4.1 – Impact de la capacité de communication sur le calcul des états, 1
train et H1.

Taille Glb Taille Loc NbEtats LMax partage sans partage Temps (sec)
3 1 286339 182 101600 1.03e+07 1430
4 1 335827 182 122403 1.24e+07 1874
5 1 347075 182 134551 1.29e+07 2099
3 2 363981 182 97713 1.29e+07 1379
3 3 363981 182 97713 1.29e+07 1378
3 4 363981 182 97713 1.29e+07 1379

Tab. 4.2 – Impact de la capacité de communication sur le calcul des états, 2
trains and H2.

Taille Glb Taille Loc NbEtats LMax partage sans partage Temps (sec)
3 1 2572353 197 207273 7.61e+07 4023
3 2 50765313 197 237542 1.13e+09 8152
3 3 53812153 197 230360 1.21e+09 8313
3 4 53887381 197 227043 1.21e+09 8283

Tab. 4.3 – Impact de la capacité de communication sur le calcul des états, 2
trains and H1.

Nous avons montré qu’il était possible de traduire une spécification de haut
niveau d’un système distribué complexe dans le formalisme des DDD afin de
calculer les états accessibles du système. Cette expérimentation a montré que
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les DDD étaient adaptés à la vérification de modèle comportant des mécanismes
complexes :

– instanciation et destruction dynamique d’objets,
– systèmes communicant de façon synchrone et asynchrone et utilisant un

adressage dynamique,
– interactions entre tâches exécutées en parallèle,
– appels de procédures distants, appels de méthodes, pile, passages de pa-

ramètres,
Cette utilisation des DDD a contribué au déboguages et à la validation du

modèle. En particulier, il a été possible de détecter et corriger des problèmes
non triviaux de synchronisation et d’adressage du modèle original.

4.2 Automates partagés

4.2.1 Préliminaires

Automates finis déterministes Un automate fini déterministe (DFA) sur
un alphabet fini Σ est une structure A = 〈Q,Σ, δ, F 〉 où Q est un ensemble fini
d’états, F ⊆ Q est l’ensemble des états finaux, et la fonction de transition est
donnée par

δ : Q× Σ → Q.

Un DFA enrichi d’un état initial 〈A, q〉, noté Aq, est appelé DFA marqué. La
fonction de transition δ est étendue aux mots :

δ∗ : Q× Σ∗ → Q
δ∗(p, ε) = p
δ∗(p, xa) = δ(δ∗(p, x), a)

où x est un mot et a ∈ Σ. Ainsi un DFA marqué Aq accepte un mot x
si δ∗(q, x) ∈ F . Notons L(Aq) l’ensemble des mots acceptés par Aq. Deux
états sont Nerode équivalents si ils acceptent les mêmes mots : p ∼ q ⇔
L(Ap) = L(Aq). L’équivalence de Nerode est compatible avec la fonction de
transition (p ∼ q ⇒ δ(p, a) ∼ δ(q, a)). La compatibilité induit la définition de
l’automate quotient : A/∼ = 〈Q/∼,Σ, δ/∼, F/∼〉 avec δ/∼(p/∼, a) = δ(p, a)/∼.
Notons L(A/∼q/∼

) = L(Aq) pour tout état q. Un DFA est dit minimal si tous
les états sont deux à deux non équivalents. Rappelons qu’un DFA marqué Aq

est minimal (en terme de nombre d’états) si A est minimal et tout état est
accessible à partir de q ; de plus tout automate marqué minimal acceptant le
langage L(Aq) est égal à Aq modulo un isomorphisme. Minimiser un automate
A consiste à calculer l’automate quotient A/∼. Les automates marqués sont
utilisés pour représenter des langages. Minimiser un automate marqué induit
une représentation canonique du langage. Les opérations ensemblistes sur les
langages sont réalisés en construisant un produit synchronisé d’automates et en
calculant l’ensemble des états finaux en fonction de l’opération. Par exemple,
étant donnés trois langages L1, L2, L3 associés respectivement aux automates
marqués A1p, A2q, A3r, l’automate marqué A(p,q,r) du if-then-else (ite) des trois
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Fig. 4.4 – Exemples d’automates à sorties

langages, L = ite(L1, L2, L3) = (L1 ∩ L2) ∪ (L1 ∩ L3), est défini par :

Q = Q1 ×Q2 ×Q3

δ((u, v, w), a) = (δ1(u, a), δ2(v, a), δ3(w, a))
F = {(u, v, w) : if u ∈ F1 then v ∈ F2 else w ∈ F3}

.

Deux autres opérations jouent un rôle important pour des calculs symbo-
liques à base d’automates : la clôture existentielle cl∃a(L) et la clôture universelle
cl∀a(L) d’un langage L par rapport à une lettre a.

cl∃a(L) = {w|w.a∗ ∩ L 6= ∅}
cl∀a(L) = {w|w.a∗ ⊆ L}

L’automate de la clôture existentielle cl∃a(L(Aq)) est obtenu en modifiant l’en-
semble des états finaux F de l’automates A en F ′ = {p | ∃n : δ∗(p, an) ∈ F}. La
clôture universelle peut être traitée de manière anologue en tant qu’opération
duale de la clôture existentielle : cl∀a(L) = cl∃a(L).

Automates à sorties

Définition 4.13 Un automate fini déterministe à sorties (DFOA) sur un al-
phabet fini Σ est une structure O = 〈Q,Out,Σ, δ, F 〉 où Q et Out sont des
ensembles finis disjoints d’états, F ⊆ Q l’ensemble des états finaux, et la fonc-
tion de transition est donnée par

δ : Q× Σ → Q ∪Out

Les états de Q sont appelés états locaux, et les états de Out sont appelés états
de sorties. Un DFOA enrichi d’un état initial 〈O, q〉, noté Oq, est appelé DFOA
marqué.

La fonction de transition δ est étendue partiellement à des mots :

δ∗ : (Q ∪Out)× Σ∗ → Q ∪Out
δ∗(p, ε) = p

δ∗(p, xa) =
{

δ(δ∗(p, x), a) si δ∗(p, x) ∈ Q
non défini sinon
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où x est un mot, et a ∈ Σ. Un DFOA marqué Oq accepte localement le mot
x si δ∗(q, x) ∈ F . Notons l’ensemble des mots localement acceptés L(Oq). Re-
marquons que quand O n’a pas de sorties (Out = ∅), un DFOA est un DFA
et que L(Oq) représente l’ensemble des mots acceptés. Pour tout état de sortie
u, nous dirons que x est un préfixe de u si δ∗(q, x) = u ; l’ensemble des pré-
fixes de u est noté L[u](Oq). La notion d’équivalence de Nerode s’étend aux
états d’un automate à sorties ; deux états sont équivalents si ils acceptent loca-
lement les mêmes mots et ont pour toutes sorties les mêmes préfixes : p ∼ q ⇔
(L(Op) = L(Oq)∧∀u ∈ Out : L[u](Op) = L[u](Oq)). Cette équivalence est com-
patible avec la fonction de transition. Ainsi l’automate quotient d’un DFOA est
donné par O/∼ = 〈Q/∼,Out,Σ, δ/∼, F/∼〉 avec δ/∼(p/∼, a) = δ(p, a)/∼. Notez
que L(O/∼q/∼

) = L(Oq), et L[u](O/∼q/∼
) = L[u](Oq) pour tout état local q.

Un DFOA est dit minimal si tous les états sont deux à deux non équivalents.
Minimiser un DFOA consiste à calculer l’automate quotient O/∼. La notion
de DFOA étend la définition de DFA, mais ne constitue pas immédiatement
une structure utile pour notre étude. Seulement les DFOA fortement connexes
seront intéressants.

Définition 4.14 Un DFOA O = 〈Q,Out,Σ, δ, F 〉 est un DFOA fortement
connexe (SC-DFOA) si tout état local est accessible à partir de n’importe quel
autre état local : ∀p, q ∈ Q,∃x ∈ Σ∗ : δ∗(p, x) = q.

Exemple 4.1 La figure 4.4 donne trois exemples d’automates à sorties ; tous
sont fortement connexes. Les états locaux sont représentés par des cercles et
les états de sorties par des octogones ; un double cercle indique un état final.
Alors que OA1 et OA2 sont minimaux, la minimisation de OA3 donne OA1
(i.e. q3 ∼ q4). Notez que l’automate quotient d’un SC-DFOA est encore un
SC-DFOA.

4.2.2 Automates partagés

Les automates partagés représentent les composantes fortement connexes
d’un automate en terme d’automate à sorties et de fonction associant aux sor-
ties des états des autres composantes. La figure 4.5 donne des décompositions
d’automates en automates partagés. Dans la suite, nous supposerons que tous
les automates sont sur un alphabet donné Σ.

Définition 4.15 Les automates partagés et les automates partagés marqués
sont inductivement construit de la manière suivante :

– si O est un SC-DFOA sans sortie alors O est un automate partagé,
– si O est un SC-DFOA sans sortie et q un état local de O alors Oq est un

automate partagé marqué,
– si O est un SC-DFOA, et λ une fonction associant à toute sortie de O,

un automate partagé marqué, alors O(λ) est un automate partagé,
– si O(λ) est un automate partagé et q un état local de O, alors Oq(λ) est

un automate partagé marqué.
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Fig. 4.5 – Décomposition de deux automates en automates partagés

Les fonctions λ sont appelées connexions. Notons qu’un automate partagé
marqué aurait pu être défini comme un SC-DFOA marqué combiné avec une
connexion. Quand un SC-DFOA O n’a pas de sortie, nous utiliserons la conven-
tion O(∅) pour représenter l’automate partagé. La même convention s’applique
aux SC-DFOA marqués sans sortie : Oq(∅). Notons que cette convention permet
de normaliser la notation d’un automate partagé et en particulier tout automate
partagé a une connexion. Suivant le contexte, un automate partagé marqué sera
considéré comme un automate partagé : par exemple nous parlerons de ”l’au-
tomate partagé λ(u)”.

Définition 4.16 L’ensemble des composantes d’un automate partagé S = O(λ),
noté SCC(S), est l’ensemble des automates partagés défini inductivement par

SCC(S) = {S} ∪
⋃

u∈Out
SCC(λ(u)),

où Out est l’ensemble des sorties de O.

Définition 4.17 La profondeur d’un automate partagé S = O(λ), notée DEPTH(S),
est définie inductivement par :

DEPTH(S) =
{

0 si λ = ∅
1 + Maxu∈OutDEPTH(λ(u)) sinon

Définition 4.18 Le DFA représentant un automate partagé S, noté DFA(S),
est défini par

– les états sont les automates partagés marqués Oq(λ) où O(λ) est une
composante de S et q un état local de O,

– un état Oq(λ) est final si q est final dans O,
– la fonction de transition δ est donnée par :

δ(Oq(λ), a) =
{
Oδ(q,a)(λ) si δ(q, a) est un état local
λ(δ(q, a)) sinon
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Proposition 4.19 Tout DFA est isomorphe à un DFA représentant un auto-
mate partagé.

Exemple 25 La figure 4.5 donne plus précisement la représentation graphique
de 4 automates partagés : Zero, S1, S2, S3. L’automate partagé Zero est un
automate à sorties sans sortie. Les autres automates sont définis à partir des
automates à sorties O1 et O2 de la figure 4.4 :

– S1 = O1(λ1) avec λ1(e0) = Zeroq0,
– S2 = O2(λ2) avec λ2(e0) = S1q1, λ2(e1) = S1q3,
– S3 = O2(λ3) avec λ3(e0) = Zeroq0, λ3(e1) = S1q3.

Notez que SCC(Zero) = {Zero}, DEPTH(Zero) = 0, SCC(S1) = {Zero,S1},
DEPTH(S1) = 1, etc.

Le problème de la canonisation d’un automate partagé nécessite une étude
préliminaire sur la caractérisation locale de la minimalité d’un automate. Pre-
mièrement, nous donnons une définition de la minimalité d’un automate par-
tagé. Puis, nous en établissons des conditions nécessaires élémentaires. Par la
suite, nous en donnerons des conditions suffisantes qui aboutiront à la résolution
du problème de canonisation.

Définition 4.20 Un automate partagé est dit minimal si son DFA est minimal.

Une condition nécessaire évidente de minimalité d’un automate partagé est
que tous les automates à sorties composant l’automate soient minimaux.

Proposition 4.21 Soit S un automate partagé. Soit O(λ) une composante de
S. Si S est minimal, alors O est minimal.

Une deuxième condition nécessaire est obtenue à partir de la notion d’ho-
momorphisme d’automates partagés. Informellement, un homomorphisme est
une fonction reliant les états de deux automates partagés, compatibles avec la
fonction de transition.

Définition 4.22 Soit S = O(λ), S ′ = O′(λ′) deux automates partagés. Notons
O = 〈Q,Out,Σ, δ, F 〉 et O′ = 〈Q′,Out′,Σ, δ′, F ′〉. Soit h : Q ∪Out → Q′ ∪Out′

une fonction vérifiant h(Q) ⊆ Q′ et h(F ) ⊆ F ′. Alors h est un homomorphisme
de S dans S ′ si pour toute paire (p, a) de Q × Σ, en posant q = δ(p, a) et
q′ = δ′(h(p), a), nous avons :

– si q ∈ Q, alors q′ ∈ Q′ et h(q) = q′,
– si q ∈ Out et q′ ∈ Out′, alors λ(q) = λ′(q′),
– si q ∈ Out et q′ ∈ Q′, alors λ(q) = S ′q′.

Nous dirons que O est homomorphe à O′ si il existe un homomorphisme h :
O → O′. De plus, si h est bijective, O et O′ sont dits isomorphes.

La proposition suivante établit qu’un homomorphisme relie des automates
marqués reconnaissant les mêmes mots.

Proposition 4.23 Soient S = O(λ), S ′ = O′(λ′) deux automates partagés.
Soit h : S → S ′ un homomorphisme. Soit p un état local de O. Alors L(Sp) =
L(S ′h(p)).
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Ainsi, une condition nécessaire de minimalité d’un automate partagé est que
ses composantes soient deux à deux non homomorphes.

Proposition 4.24 Soit S un automate partagé. Si S est minimal, alors les
automates partagés de SCC(S) sont deux à deux non homomorphes.

L’automate S3 de la figure 4.5 n’est pas minimal bien que les automates
à sorties de ses composantes le soient. En effet, S3 est homomorphe à S1 :
h(q0) = q0, h(q1) = q3, h(q2) = q2, h(q3) = h(q4) = q1, h(e0) = q3 et
h(e1) = e0. Par contre, nous pouvons montrer que S2 n’est pas homomorphe à
S1 et que de plus S2 est minimal.

La proposition suivante raffine la propriété d’automates partagés homo-
morphes. Cette proposition sera très utilisée pour donner une représentation
canonique des automates partagés, et aussi pour optimiser nos algorithmes.

Proposition 4.25 Soient S = O(λ), S ′ = O′(λ′) deux automates partagés.
Notons Out et Out′ les ensembles d’états de sorties de O et O′, et Q′ l’ensemble
des états locaux de O′. Si S est homomorphe à S ′, alors

λ(Out) ⊆ λ(Out′) ∪ {S ′q′ |q′ ∈ Q′}

De plus si λ(Out) ⊆ λ(Out′) alors λ(Out) = λ(Out′), sinon DEPTH(S) =
DEPTH(S ′) + 1 et ∀S ′′q ∈ λ(Out) : DEPTH(S ′′) = DEPTH(S ′) ⇒ S ′′ = S ′.

En renforçant les conditions nécessaires de minimalité, nous aboutissons à
des règles pour la mise en œuvre d’une représentation canonique des automates
partagés. Le point clef est la notion d’ensemble d’automates partagés structu-
rellement minimal.

Définition 4.26 Soit F un ensemble d’automates partagés. L’ensemble F est
structurellement minimal si les conditions suivantes sont respectées pour toute
paire d’automates partagés S = O(λ) et S ′ :

1. La connexion λ de S est injective ou vide.
2. Posons Out l’ensemble des états de sorties de O. S n’est homomorphe à

aucun automate partagé de λ(Out).
3. L’automate à sorties de O est minimal.
4. Si S et S ′ sont isomorphes alors S = S ′.

Les deux propositions suivantes établissent des conditions suffisantes de mi-
nimalité et de canonicité des automates partagés.

Proposition 4.27 Soit S un automate partagé. Si l’ensemble SCC(S) est struc-
turellement minimal alors S est minimal.

Proposition 4.28 Soient Sq, S ′q′ deux automates partagés. Si SCC(S)∪SCC(S ′)
est structurellement minimal, alors les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. S = S ′ et q = q′,
2. L(Sq) = L(S ′q′)
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1 static final int alphabetSize; // Alphabet = {0 ... alphabetSize−1}
2

3 class OutputAutomaton {
4 int nbLocalStates; // LocalStates = {0 ... nbLocalState−1}
5 int nbOutStates; // OutStates = {−1 ... −nbOutState}
6 int [ ][ ] succ ; // transition function
7 boolean [ ] isFinal ; // final state caracteristic function
8 }
9

10 class SharedAutomaton {
11 OutputAutomaton outputAutomaton;
12 MarkedSharedAutomaton [ ] bindFunction; // image of output state −k
13 // is bindFunction[k−1]
14 int depth;
15 }
16

17 class MarkedSharedAutomaton {
18 SharedAutomaton sharedAutomaton;
19 int initial ; // initial < sharedAutomaton.outputAutomaton.nbLocalStates
20 }

Fig. 4.6 – Codage des automates partagés

4.2.3 Implémentation des automates partagés

L’objectif de cette section est de traduire les résultats théoriques de la sec-
tion précédente, et plus particulièrement la notion d’ensemble structurellement
minimal, en une implémentation. Nous avons repris l’idée des tables d’unicité
des BDD pour transformer une égalité de structures des automates partagés et
à sorties en une égalité de références (ou pointeurs). Transformer l’égalité des
automates à sorties modulo une permutation des places locales en une égalité
physique est le principal défi de notre implémentation. Nous en proposons une
solution simple : une légère modification de l’algorithme de Hopcroft [49, 42].

Représentation canonique forte d’un automate partagé L’alphabet Σ
est fixé à {0, 1 · · · |Σ| − 1}. Les structures élémentaires sont les automates à
sorties (SC-DFOA), les automates partagés et les automates partagés marqués.
La figure 4.6 donne une définition du codage de ces structures en pseudo-Java.

La méthode equals pour les MarkedSharedAutomaton a été redéfinie comme
une égalité de structure. Deux tables de hachage imposent une canonicité forte
des OutputAutomaton et SharedAutomaton de façon à ce que l’égalité de ré-
férence soit équivalente à l’égalité de structure. Ces deux tables sont appelées
table d’unicité des automates à sorties et table d’unicité des automates partagés.

Les tables d’unicité associent à toute structure une référence unique. Ainsi
tous les OutputAutomaton et les SharedAutomaton ont des entrées uniques dans
leurs tables. Avant qu’une nouvelle structure soit créée, une recherche dans la
table d’unicité détermine si la structure existe déjà. Si, la structure est référen-
cée, sa référence est utilisée. Sinon, une nouvelle structure est créée et rangée
dans la table d’unicité. Ce principe est utilisé pour la gestion des deux struc-
tures : OutputAutomaton et SharedAutomaton

La proposition 4.28 donne des contraintes sur les tables d’unicité conduisant
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Réf. nbLocalStates nbExitStates succ isFinal
OZero 1 0 [[0,0]] [0]
OOne 1 0 [[0,0]] [1]
O1 4 1 [[-1,1],[3,3],[1,-1],[2,0]] [0,1,1,1]
O2 5 2 [[-1,3],[2,0],[4,-1],[-2,1],[1,-2]] [0,1,1,1,1]

Tab. 4.4 – Tables d’unicités des automates à sorties

Réf exitAutomaton bindFunction depth
SZero OZero [] 0
SOne OOne [] 0
S1 O1 [Zero] 1
S2 O2 [(S1, 1), (S1, 3)] 2

Tab. 4.5 – Table d’unicité des automates partagés

à une représentation canonique forte des automates partagés. Nous proposons
de les reformuler en tenant compte des problèmes d’implémentation.

1. Tout automate partagé rangé dans la table d’unicité a une connexion
injective ou vide. Nous imposons que le tableau d’automates partagés
marqués représentant la connexion soit trié lexicographiquement (1) par
ordre décroissant par rapport à la profondeur, (2) par rapport à la va-
leur de la référence sur la structure codant l’automate partagé et (3) par
l’entier définissant l’état initial.

2. Tout automate partagé rangé dans la table d’unicité ne doit pas être
homomorphe à une image de sa connexion.

3. Tout automate à sorties rangé dans la table d’unicité doit être minimal.

4. Les automates à sorties rangés dans la table d’unicité sont deux à deux
non isomorphes modulo une permutation des états locaux.

Notons que nous avons imposé une nouvelle condition à la contrainte 1 : un
ordre sur le tableau représentant la connexion d’un automate partagé. Cette
contrainte, simple à préserver, a essentiellement deux avantages : (1) d’après la
proposition 4.25, tester la condition 2 revient à vérifier si l’automate partagé
est homomorphe à la première entrée du tableau codant la connexion ; (2) la
condition 4 est réduite à une condition d’isomorphisme sur les automates à
sorties modulo une permutation des états.

Exemple 26 Les tableaux 4.4 et 4.5 donnent le contenu des tables après la
canonisation de l’automate partagé S2 de la figure 4.5. Nous avons noté un
automate partagé marqué Sq par la paire (S, q). Dans notre implémentation,
nous avons défini deux constantes : les automates partagés Zero = SZero et
One = SOne . Ils représentent respectivement l’automate ne reconnaissant au-
cun mot et celui reconnaissant tous les mots binaires. Notez que les tableaux
bindFunction sont triés correctement. Par contre, le choix de l’ordre des états
des automates à sorties, qui sera justifié dans la sous-section suivante, est le
résultat de l’application de notre adaptation de l’algorithme de Hopcroft.
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Transformer un DFA en un automate partagé Transformer un DFA en
un automate partagé est la question centrale de la méthode. L’objectif est de
calculer et stocker un automate partagé marqué ayant le même langage que
l’automate marqué à transformer et de préserver les contraintes d’intégrité des
tables d’unicité. Une description informelle de l’algorithme est donnée dans la
figure 4.7. Elle est basée sur la transformation locale des composantes fortement
connexes (suivant un ordre topologique), et la préservation de tous les résultats
intermédiaires dans un cache de calcul. Le traitement d’une composante est
réalisé en trois étapes :

1. La première étape consiste à donner une représentation non canonique
d’une SCC en termes d’automate partagé. Notons que les valeurs des
connexions sont obtenues à partir des calculs précédents sur les SCC suc-
cesseurs. La première contrainte d’intégrité sur les automates partagés est
garantie en triant correctement le tableau des valeurs des connexions et
en évitant que deux entrées du tableau aient la même valeur.

2. L’objectif de la deuxième étape est de tester si l’automate partagé est
homomorphe à une des entrées du tableau de connexion, et plus précisé-
ment la première. Si un homomorphisme est trouvé, tout état de la SCC
est équivalent à un automate partagé marqué (mis sous forme canonique) ;
sinon, il faut réaliser la troisième étape.

3. La troisième étape consiste à minimiser l’automate à sorties de l’automate
partagé et d’en donner une forme canonique forte.

Dans la description de l’algorithme (voir la figure 4.7), nous ne donnons
pas les détails d’implémentation concernant le calcul des SCC et leurs trans-
formations en automates partagés non canoniques (étape 1). Notons que lors
du parcours récursif de l’automate partagé, il est inutile de prolonger le calcul
quand un état (c-à-d un automate marqué) est déjà dans le cache de calcul, ou
bien un état d’un automate partagé déjà référencé dans la table d’unicité. Cette
technique jouera un rôle majeur pour l’efficacité de la méthode.

Le test de l’existence d’un homomorphisme (l’étape 2) est très simple : après
avoir sélectionné un état local p de l’automate partagé, il suffit de vérifier pour
tous les états locaux q de l’automate partagé de la première entrée du tableau
de connexion, l’existence d’un homomorphisme associant p à q. Ce test consiste
à parcourir l’automate partagé à partir de l’état p, et à calculer de nouvelles
valeurs de l’homomorphisme tout en s’assurant de la cohérence du résultat.
Notons que la complexité de cet algorithme est O(Σ) ·O(n) ·O(n′) où n, n′ sont
les nombres d’états locaux des deux automates partagés.

L’étape 3 est basée sur une légère modification de l’algorithme de Hopcroft
[49, 42, 52]. Notre adaptation (voir la figure 4.8) est généralisée pour traiter
des automates à sorties. Cet objectif est réalisé dans les lignes 25-27. Géné-
ralement l’ensemble des états finaux induit une partition initiale des classes
d’équivalence ; pour les automates à sorties, l’ensemble des prédécesseurs de
chaque sortie pour chaque lettre de l’alphabet provoque aussi des raffinements
des classes d’équivalences. Malgré tout, l’algorithme proposé est quasiment la
copie exacte de l’algorithme original, amélioré par la règle de Gries (voir la ligne
12). Pour résoudre le problème de canonicité forte, nous avons introduit ligne
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1 HashMap cache = new HashMap();
2

3 MarkedSharedAutomaton canonical(MarkedAutomaton A){
4 for all SCC of A in a topologic order {
5 SharedAutomaton shared;
6 MarkedAutomaton [ ] f;
7

8 Assign to ”shared” be a (non canonical) shared automaton representation of SCC
9 Assign to ”f” be the isomorphism linking local states of ”shared” to states of SCC

10

11 // check if shared is homomorphic to an image of the bind function
12 MarkedSharedAutomaton [ ] g = homomorphicCheck(shared);
13 if (g != null) {
14 for all ”p” local state of ”shared” {
15 cache[ f [p]] = g[p ];
16 }
17 }
18 else {
19 // compute a canonical represention of the ouput automaton
20 OutputAutomaton,int [ ] <output,h> = minimize(shared.outputAutomaton);
21

22 SharedAutomaton newShared
23 = unique(new SharedAutomaton(output,shared.bindFunction));
24 for all ”p” local state of ”shared” {
25 cache[ f [p]] = new markedSharedAutomaton(newShared,h[p]);
26 }
27 }
28 }
29 return cache[A];
30 }

Fig. 4.7 – Algorithme de transformation d’un DFA marqué en un automate
partagé marqué
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1 int nbClass; // number of classes of the partition
2 Set [ ] B; // partition of the local states
3 Set [] L; // L is a set of pairs ( i ,a) of classes and letter to be traited
4 Set [ ][ ] pred; // for all ”s” local state and ”a” letter : pred[s ][ a] ={s ’: succ[s ’][ a]=s};
5

6 void refinePartitionWith(Set U) {
7 Set pivot = {i | B[i ]∩U 6= ∅∧B[i]∩U 6=B[i]};
8 sort(pivot );
9 for all ”i” in pivot ( in the order) {

10 B[i ], B[nbClass] = B[i]\U, B[i]∩U;
11 for all ”a” letter {
12 if (( i ,a) /∈L and 0 < |B[i]| ≤ |B[nbClass]|)
13 L.put(i ,a);
14 else
15 L.put(nbClass,a);
16 }
17 nbClass++;
18 }
19 }
20

21 OutputAutomaton,int [ ] adaptedHopcroft(OutputAutomaton output) {
22 nbClass = 1;
23 B [0] = {0, ... , output.nbLocalState−1};
24 refinePartitionwith ({final states });
25 for all ”u” output state and all ”a” letter {
26 refinePartitionwith (pred[u ][a ]);
27 }
28 while (!L.isEmpty() ) {
29 int , int ( i ,a) = L.get();
30 refinePartitionWith(

S
s∈B[i] pred[s][a]);

31 }
32 Assign to ”minimal” to be the quotient automaton
33 Assign to ”h” to be the mapping which associates to each local state its class index
34 return <minimal,h>;
35 }

Fig. 4.8 – Algorithme de Hopcroft adapté

8 une instruction de tri de l’ensembles pivot pour forcer l’algorithme à fonc-
tionner indépendamment de l’ordre des états locaux. Pour notre objectif, cette
modification est bénéfique, car l’application de l’algorithme à deux automates à
sorties minimaux isomorphes produit exactement les mêmes automates. Ainsi,
appliquer deux fois notre algorithme à un automate à sorties renvoie un au-
tomate à sorties minimal fortement canonique ; c’est ce que réalise la fonction
minimize appelée à la ligne 20 de l’algorithme de canonisation (voir la figure
4.7). Nous ne donnons pas la description des structures de données aboutissant à
une complexité de O(|Σ|) ·O(n · lg n) ; cependant, notre modification n’introduit
pas de surcoût.

Supposons que les tables de hachage soient parfaites, la complexité de l’al-
gorithme de transformation est O(|Σ|) · O(scc) · O(n) où scc est la taille de la
plus grande SCC de l’automate à traiter. Notez que si les composantes d’un
automate sont plus petites qu’une constante (par exemple, les automates acy-
cliques), l’algorithme a une complexité en temps linéaire. En théorie, une table
de hachage n’est jamais parfaite. D’un point de vue pratique, on pourra pré-
férer des structures d’arbres équilibrés pour réduire la complexité dans le pire
des cas. Informellement, ce choix conduit à une complexité de l’algorithme de
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0

0

1

1

0

1 0

1

e0 -> (S1,3)

1 0

(S1,3) ∩ (S2,1)

S1,0) ∩ (S2,0)

(S1,1) ∩ (S2,3)

(S1,2) ∩ (S2,2)

(S1,1) ∩ (S2,4)

e1 -> Zero

0

0

1

1

0

1 0

1

e1 -> (S1,3)

1 0

(S1,3) ∪ (S2,1)

(S1,0) ∪ (S2,0)

(S1,1) ∪ (S2,3)

(S1,2) ∪ (S2,2)

(S1,1) ∪ (S2,4)

e0 -> (S1,1)

Fig. 4.9 – Exemples de calcul sur les automates partagés

O(|Σ|) ·O(n) ·O(lg(n + K)) où K est une constante tenant compte de la taille
des tables d’unicité avant le lancement de l’algorithme.

Exemple 27 La figure 4.9 donne une représentation graphique des automates
partagés (non canoniques) correspondant à l’évaluation des opérations d’inter-
section et d’union des automates partagés marqués (S1, 3) et (S2, 1). Notez que
nous avons stoppé l’évaluation sur les états identifiés comme des états de sorties.
Nous avons simplement utilisé les identités ensemblistes suivantes : A ∩ ∅ = ∅,
A ∩A = A, A ∪ ∅ = A et A ∪A = A.

L’algorithme de canonisation pour l’intersection des automates s’arrête par
la détection d’un homomorphisme (voir les lignes 12-17 de l’algorithme 4.7).
En effet, cet automate est identique à l’automate S3 de la figure 4.5. Ainsi,
avant de renvoyer le résultat de l’évaluation (S3, 1), l’algorithme range dans
le cache les résultats des sous-calculs suivants : (S1, 3) ∩ (S2, 1) = (S3, 1),
(S1, 2)∩(S2, 2) = (S3, 2), (S1, 1)∩(S2, 4) = (S3, 4), (S1, 0)∩(S2, 0) = (S3, 0),
(S1, 1) ∩ (S2, 3) = (S3, 3).

Par contre, l’algorithme pour l’union des automates va jusqu’à la minimisa-
tion. Sur cet exemple, l’algorithme de Hopcroft adapté n’est appliqué qu’une fois
parce que l’automate était déjà minimal ; son application n’a fait qu’ordonner ca-
noniquement les états locaux de l’automate à sorties. Notez que ce calcul (voir la
ligne 20 de l’algorithme 4.7) renvoie exactement l’automate à sorties O2 (grâce
à l’utilisation de la table d’unicité) et une fonction reliant les états locaux de
l’automate à sorties (non canonique) initial à ceux de O1. L’automate partagé
résultant sera, sur cet exemple, retrouvé dans la table d’unicité des automates
partagés (voir les lignes 22-23 de l’algorithme 4.7). Ainsi, avant de renvoyer
le résultat de l’évaluation (S2, 1), l’algorithme range dans le cache les résultats
des sous-calculs suivants : (S1, 3)∪ (S2, 1) = (S2, 1), (S1, 2)∪ (S2, 2) = (S2, 2),
(S1, 1)∪(S2, 4) = (S2, 4), (S1, 0)∪(S2, 0) = (S2, 0), (S1, 1)∪(S2, 3) = (S2, 3).

Implémenter des opérations sur les DFA La méthode de transforma-
tion est essentiellement la seule opération utile pour concevoir de nouvelles
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t3

t4t2

t1

A B C D E

Fig. 4.10 – Modèle de producteur-consommateur

opérations. Nous avons choisi Java pour implémenter notre bibliothèque pour
son paradigme objet. MarkedAutomaton est une interface dont le contrat est la
définition des méthodes boolean isFinal() et MarkedAutomaton succ(int
a). Dans ce cadre, l’opération ITE est définie par la conception d’une nouvelle
classe IteMarkedAutomaton implémentant l’interface MarkedAutomaton, et réa-
lisée par l’instruction "A=canonical(new IteMarkedAutomaton(A1,A2,A3))”.
De manière analogue, de nombreuses opérations sur les automates peuvent être
conçues. Cependant les opérations de clôture ne rentrent pas dans ce cadre.
Nous avons du revoir notre algorithme de transformation en modifiant juste
la première étape : l’opération de clôture est réalisée localement à l’automate
partagé (non canonique) de l’étape 1. Ainsi deux méthodes ont été ajoutées à
notre bibliothèque : existCloseCanonical et forallCloseCanonical.

4.2.4 Expérimentations

L’objectif est d’évaluer le bénéfice de la technique des automates partagés
pour des problèmes de vérification. Nous avons implémenté une bibliothèque élé-
mentaire manipulant des formules de Presburger, appelé PresTaf. Les automates
binaires sont utilisés comme structures de données pour coder les formules, ou
plus précisément les solutions des formules. Nous ne redonnons pas les tech-
niques de transformations d’une formule de Presburger en un automate. Cette
information n’est pas significative pour interpréter les résultats expérimentaux.
Nous avons essentiellement suivi les techniques décrites dans [91, 55, 33]. Il est
naturel de comparer notre implémentation avec celle de l’outil LASH [91]. En
effet, cet outil de référence code les formules par leurs représentations en au-
tomates binaires et utilise des algorithmes classiques sur les automates. Ainsi,
l’expérimentation mesurera le bénéfice que notre méthode peut apporter à ce
type d’outils. Nous avons choisi un problème classique de la vérification pour
notre expérimentation : l’exploration en arrière de l’espace d’états d’un réseau
de Petri. Ce problème est techniquement intéressant pour les raisons suivantes :
la relation de transition d’un réseau de Petri est représentable par une formule
de Presburger où les variables sont les places des marquages avant et après
franchissement d’une transition ; l’exploration en arrière termine pour certains
types d’ensemble de marquages (les ensembles clos par le haut) ; le calcul uti-
lise de manière intensive les opérations manipulant des formules de Presburger.
Nous n’avons pas la prétention d’évaluer ou de concevoir la méthode la plus
efficace pour traiter ce problème. Les études spécialisées concernant l’explo-
ration de l’espace des états, comme [4], sont en dehors des limites de notre
expérimentation.
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N LASH PresTaf PresTaf(bis)

2 3s 2s 1s

5 10s 4s 2s

10 29s 10s 3s

20 83s 27s 6s

30 151s 48s 9s

40 - 80s 13s

50 - 122s 19s

N LASH PresTaf

50 16s 1s

100 38s 2s

200 89s 3s

500 256s 7s

1000 - 14s

5000 - 67s

10000 - 130s

sans invariant avec invariant

Tab. 4.6 – Résultats de l’expérimentation pour le modèle du producteur-
consommateur

Model | {Place} | | {Transition} | LASH PresTaf

LEA 30 35 6min 36s 1min 13s

Manufacturing System 14 13 9min 37s 1min 4s

CSM 13 8 14min 38s 1min 2s

PNCSA 31 36 66min 3min22

ConsProd 18 14 1316min 3min55

Tab. 4.7 – Résultats d’expérimentation pour quelques réseaux de Petri

La table 4.6 donne les temps de l’exploration en arrière du modèle de la
figure 4.10 avec pour ensemble initial d’exploration SN = {M : M(C) ≥ N}.
Nous avons testé deux types de techniques : une sans optimisation, et une
autre où l’exploration est restreinte aux états vérifiant les propriétés invariantes
M(A) + M(B) = 1 et M(D) + M(E) = 1. Les résultats mettent en évidence
l’intérêt des automates partagés. D’autre part, appliquer des optimisations est
nécessaire pour obtenir des méthodes efficaces. La colonne PresTaf(bis) est un
résultat surprenant : une exploration introduit l’évaluation répétée de formules
avec un connecteur existentiel sur un ensemble de variables ; le sens commun
voudrait qu’évaluer cette formule en une étape (les colonnes LASH et PresTaf)
soit plus efficace que de l’évaluer variable par variable. L’intuition ne marche
pas sur cet exemple. De tels exemples sont courants quand on utilise des BDD,
et ceci souligne la grande similitude entre les automates partagés et les BDD. La
table 4.7 confirme les résultats expérimentaux précédents pour d’autres réseaux
de Petri. Comme pour les BDD [92], le principal facteur de gain est le cache de
calcul. En effet, les itérations de l’exploration d’un espace d’états ont en commun
de nombreux sous-calcul. Il semble vraiment que les automates partagés soient
un premier pas vers une implémentation efficace des automates à la BDD pour
la vérification de systèmes infinis.
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4.3 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons décrit une nouvelle structure de données adé-
quate à la vérification : les diagrammes de décisions de données (DDD). Contrai-
rement aux BDD, ils permettent de traiter les variables définies sur des domaines
non bornés, ainsi que des relations de transitions infinies. L’atout de cette nou-
velle structure est de fournir la possibilité de définir ses propres opérateurs
ou analyses, et ceci afin d’appréhender l’étude de systèmes très variés. De ce
travail ont résulté un formalisme bâti sur de solides fondements théoriques et
un prototype de bibliothèque DDD. Cette recherche était alimentée par des
préoccupations concrètes abordées dans le cadre d’un projet de recherche ex-
ploratoire DGA, le projet CLOVIS. Nous avons abouti à un prototype d’outil
de vérification de programmes VHDL. Ce projet se poursuit dans le cadre d’un
projet de plus grande envergure, un projet RNTL, le projet MORSE : l’objectif
est de fournir une méthodologie et des outils prototypes pour le développement
d’applications industrielles certifiables dans le domaine des drones. Notre étude
s’appuie sur le langage pivot Lf P développé par le LIP6 (Université Paris 6)
et les DDD comme structure de données pour la vérification. L’étude de cas
que nous avons décrite dans ce chapitre a montré encore une fois l’adéquation
des DDD à traiter des systèmes manipulant des structures complexes. Cepen-
dant, les performances offertes par notre prototype ne sont pas complètement
satisfaisantes. Une nouvelle bibliothèque est en cours de réalisation en se basant
sur les nombreuses optimisations développées pour manipuler efficacement les
BDD.

Je pense que les perspectives de recherche sur les automates partagés sont
beaucoup plus prometteuses. Ces travaux rentrent dans le cadre de la vérifi-
cation de systèmes infinis. Nous avons conçu la première structure de données
pour la manipulation d’automates basée sur les grands principes des BDD : une
représentation canonique forte des automates, l’utilisation d’une table d’unicité
et d’un cache de calcul. Nos expérimentations montrent le grand bénéfice des
automates partagés quand ils sont utilisés pour l’exploration symbolique de l’es-
pace d’états de systèmes infinis. Notre prototype Java (PresTaf) nous a permis
de valider nos idées. Une nouvelle bibliothèque, nommé DASH, est en cours
de réalisation au LSV pour procéder des expérimentations à grande échelle et
être intégrée dans l’outil FAST [3, 55]. Les travaux futurs concernent dans un
premier temps à l’application de nos résultats aux techniques la vérification
basée sur les automates. Par exemple, les régions d’un automate temporisé sont
caractérisées par leurs valeurs d’horloges codées en décimales en base 2 (c-à-d
les valeurs codées en binaire par un nombre fini de chiffres après la virgule).
Ainsi un ensemble de régions pourrait être représenté par un automate binaire
et les opérations sur les régions traduites par des opérations sur les automates.
Cette idée serait le point de départ d’une technique de vérification des auto-
mates temporisés. Nous pouvons aussi noter les travaux de H. Calbrix [10] sur
la représentation des automates de Büchi par des automates de mots finis qui
mériterait d’être revus avec le point de vue automates partagés. D’autres pers-
pectives intéressantes sont d’étendre nos résultats à d’autres types de structures
comme les automates faibles utilisés par B. Boigelot et P. Wolper [6, 91] pour



110 CHAPITRE 4. VÉRIFICATION SYMBOLIQUE

implémenter la logique de Presburger sur les réels.



Chapitre 5

Conclusion et perspectives

La vérification est une technologie aux applications pratiques importantes,
touchant à des enjeux industriels très larges. C’est aussi un sujet de recherche
très actif, qui a donné lieu à une théorie très riche et originale, qui reste toujours
très vivante aujourd’hui. Ces recherches se découpent essentiellement en trois
grands aspects :

– Fondamentale : La vérification s’appuie principalement sur des notions
théoriques issues de la logique et de la théorie des automates : deux do-
maines très riches, en constante progression, et qui ont tendance à se
rapprocher ces dernières années.

– Algorithmique : Les applications pratiques très importantes donnent
tout leur poids à la dimension algorithmique. Ces recherches vont de la
théorie de la complexité à la réalisation d’outils de vérification efficaces,
capable de traiter des systèmes de plus en plus en complexes.

– Appliqué : Ces techniques sont de plus en plus utilisées dans le milieu
industriel. Ces recherches vont de la conception de nouveaux langages
de description de systèmes à l’intégration des méthodes de vérification
dans des méthodologies et des ateliers de Génie Logiciel. L’application
des méthodes de vérification n’est plus restreinte au domaine des systèmes
informatisés : elle porte aussi sur des domaines aussi divers que la sûreté
de fonctionnement de processus industriels et l’analyse de systèmes du
monde du vivant.

Dans mon travail, j’ai concentré mes efforts sur l’amélioration de trois as-
pects de l’algorithmique de la vérification : la logique temporelle linéaire, la
vérification par ordre partiel et la vérification symbolique. Pour chacune de ces
recherches nous avons établi un bilan et indiqué les poursuites logiques de ce
travail. Au-delà, il n’y a guère de doute que l’algorithmique de la vérification va
rester longtemps un domaine riche et vivant dans les prochaines années. Parmi
les grandes tendances, je noterais trois aspects qui méritent d’être approfondi :

– Les logiques ordre partiel. Malgré les nombreux travaux sur les lo-
giques ordre partiel, il n’existe pas d’outil efficace les intégrant. Un travail
de mise en œuvre est donc à réaliser. Celui-ci devrait nous conduire sur
le choix d’une logique basée sur son pouvoir d’expression mais surtout
sur l’efficacité de ses algorithmes de vérification. Rappelons nous qu’il y
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a plus de vingt ans, la logique CTL a connu un large succès grâce à la
complexité linéaire de sa vérification et son implémentation par des tech-
niques symboliques. La logique LTL est de plus en plus utilisée car on a
su mâıtriser l’explosion du nombre d’états de l’automate traduisant une
formule, mais aussi en partie grâce aux techniques de réduction par ordre
partiel. Un travail similaire doit être réaliser pour promouvoir les logiques
ordre partiel.

– La vérification symbolique. On constate que de nombreux résultats
de décidabilité pour les systèmes infinis reposent sur des représentations
des données (par exemple, les automates d’arbres), ou des fragments de
logique (par exemple, l’arithmétique de Presburger). Par ailleurs, les tech-
niques de représentations symboliques sont encore à ce jour assez limitées.
Enrichir ces techniques en se basant sur les idées développées dans des ré-
sultats de décidabilité me parâıt essentiel.

– L’analyse de systèmes probabilistes et infinis. La modélisation de
systèmes complexes fait intervenir à la fois des aspects probabilistes et des
aspects infinis. Elle concerne non seulement l’étude de systèmes informa-
tisés ou automatiques mais aussi le domaine en plein essor des modèles du
vivant. Développer des techniques et des outils de vérification et d’analyse
pour ces modèles est d’un intérêt fondamental. Nos travaux sur la véri-
fication de formules LTL sur des systèmes probabilistes étaient motivés
par un projet sur l’étude de la propagation de virus dans des populations
d’hôtes structurées. Cette étude a mise essentiellement en évidence les
besoins des biologistes en matière de modèles et d’outils d’analyse. Les
systèmes sont stochastiques et infinis ; les systèmes convergent presque sû-
rement dans un état sans individu. Jusqu’à présent, seulement des outils
de simulations ont pu être utilisés pour l’analyse des modèles. Je pense que
dans ce domaine de nouveaux concepts et de nouvelles techniques doivent
être élaborés. Par exemple, comment mettre en évidence un phénomène
de vague dans la propagation des virus. Il s’agit à la fois d’un phénomène
transitoire et dynamique caractéristique de nombreux systèmes du monde
vivant.
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soumis à CIAA’04, 2004.

[17] J.-M. Couvreur, E. Encrenaz, E. Paviot-Adet, D. Poitrenaud, and P.-A.
Wacrenier. Data decision diagrams for petri net analysis. In ICATPN’02,
volume 2360 of LNCS, pages 1–101. Springer Verlag, 2002.

[18] J.-M. Couvreur, S. Grivet, and D. Poitrenaud. Designing a LTL model-
checker based on unfolding graphs. In ICATPN’2000, volume 1825 of
LNCS, pages 364–383. Springer Verlag, 2000.

[19] J.-M. Couvreur, S. Grivet, and D. Poitrenaud. Unfolding of product of
symmetrical Petri nets. In ICATPN’2001, volume 2075 of LNCS, pages
121–143. Springer Verlag, 2001.

[20] J.-M. Couvreur and D. Poitrenaud. Model checking based on occurrence
net graph. In FORTE’96, pages 380–395, 1996.

[21] J.-M. Couvreur and D. Poitrenaud. Detection of illegal behaviours based on
unfoldings. In ICATPN’99, volume 1639 of LNCS, pages 364–383. Springer
Verlag, 1999.

[22] J. M. Couvreur, N. Saheb, and G. Sutre. An optimal automata approach
to LTL model checking of probabilistic systems. In LPAR’03, volume 2850
of LNAI, pages 361–375. Springer-Verlag, 2003.

[23] J.M. Couvreur and D. Poitrenaud. Dépliage pour la vérification de pro-
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marche de développement par prototypage pour les systèmes répartis. Thèse
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