CHAPITRE 2

Les ordinaux

RESUME. o Un bon ordre est un ordre total tel que toute partie non vide a un plus
petit élément. L’ordre des entiers est un bon ordre, pas celui des réels.

o Deux bons ordres sont toujours comparables: I'un est isomorphe a un segment initial
de lautre.

o Les bons ordres sont munis d’opérations d’addition, de multiplication, et d’exponentia-
tion.

o Un ensemble A est dit transitif si tout élément d’un élément de A est dans A.

e Un ordinal est défini comme ensemble transitif sur lequel 'appartenance est un bon
ordre; @ est un ordinal, et pour tout ordinal o, S(a) = a U {a} est encore un ordinal,
d’ott pour chaque entier n, un ordinal n = S™(&) a n éléments.

o Pour «, f ordinaux, on déclare o« < (3 vrai si o est élément de (3. Alors < est un bon
ordre sur les ordinaux. Pour tout a, S(a) est successeur immédiat de o. Tout ensemble
non vide d’ordinaux A a un plus petit élément, a savoir (| A, et une borne supérieure,
a savoir | JA.

o Aucun ensemble ne contient tous les ordinaux.

e Les ordinaux non nuls se partagent en ordinaux successeurs, du type S(a), et ordinaux
limites, qui vérifient A = |JA. Le plus petit ordinal limite est w, borne supérieure des
ordinaux finis.

e Les opérations sur les bons ordres induisent une addition, une multiplication, et une
exponentiation sur les ordinaux, qui, via I'identification de n et n, prolongent celles des
entiers. Diverses relations, associativité, distributivité, continuité, etc. sont satisfaites,

mais pas toutes celles de I’arithmétique des entiers: on a 1 +w = w-2 = 2% = w.

» Au cceur de la théorie des ensembles se trouvent les ordinaux, qu'on
peut voir comme un prolongement de la suite des entiers naturels au-
dela du fini. Tant sur le plan technique que sur le plan conceptuel, les
ordinaux jouent un réle fondamental, et ils constituent I'outil de base
pour |'exploration de la notion d’infini qu'est la théorie des ensembles.
Ce chapitre étudie les propriétés des ordinaux et de leurs opérations.
L'approche est élémentaire, en ce qu’elle ne cherche pas a se raccrocher
au contexte axiomatique esquissé a la fin du chapitre 1 : on raisonne ici
« librement » sur des objets mathématiques, et ce n'est qu'au chapitre 3
qu’on reviendra sur ces raisonnements pour se demander s'ils entrent ou
non dans le cadre de la théorie de Zermelo.

La premiére section est consacrée a la notion de bon ordre, forme
particuliere d'ordre total adaptée aux démonstrations par induction. Le
résultat principal est que deux bons ordres sont toujours comparables,
au sens ou I'un est isomorphe a un début de I'autre. Il en résulte que les
bons ordres eux-mémes s'organisent en une suite totalement ordonnée,
et méme bien ordonnée.
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La deuxieme section introduit les ordinaux. L'idée est de choisir un
représentant distingué dans chaque classe d'isomorphisme de bons or-
dres, et, pour cela, on suit la construction de von Neumann, qui est
extrémement astucieuse. Les ordinaux sont définis ex nihilo comme en-
sembles vérifiant certaines propriétés, et on vérifie pas a pas que les ob-
jets ainsi définis ont toutes les qualités escomptées, en particulier qu'il
existe un unique ordinal dans chaque classe d'isomorphisme de bons or-
dres. Il existe pour chaque entier naturel un ordinal fini qui en est une
sorte de copie, et les ordinaux s'organisent en une suite dont les ordinaux
finis forment un début.

La troisieme section étudie I'arithmétique ordinale. De méme que la
suite des ordinaux est un prolongement de la suite des ordinaux finis,
qui est une copie des entiers naturels, les ordinaux peuvent étre munis
d'opérations arithmétiques qui étendent celles des entiers naturels. On
construit ici ces opérations de somme, produit, et exponentiation a partir
de la combinatoire des bons ordres. Leurs propriétés algébriques ressem-
blent a celles des opérations sur les entiers, mais elles en different dans le
cas des ordinaux infinis ; en particulier, ni I'addition, ni la multiplication
ordinale ne sont commutatives.

La derniére section présente deux applications des ordinaux, a savoir
une démonstration du théoreme de Cantor—Bendixson sur la structure
des fermés de R, et le théoreme de Goodstein, un résultat paradoxal
d'arithmétique tres aisé a établir des qu'on dispose des ordinaux. |

2.1. Bons ordres

» On étudie des ordres totaux particuliers appelés bons ordres. Ceux-ci
généralisent |'ordre des entiers naturels tout en préservant le principe
des démonstrations par récurrence. Le résultat principal est le théoreme
montrant que deux bons ordres sont toujours comparables au sens ou
I'un est isomorphe a un segment initial de |'autre, un résultat qui est
complétement faux pour les ordres totaux généraux. On montre aussi que
les bons ordres peuvent étre composés a |'aide d'opérations naturelles,
somme, produit, et, avec quelques difficultés, exponentiation. <

2.1.1. Notion de bon ordre.

» La notion de bon ordre s'introduit naturellement lorsqu’on cherche a
étendre le principe de démonstration par récurrence des entiers naturels.
|

CONVENTION 2.1.1 (ordres). Dans toute la suite, on appelle ordre une rela-
tion réflexive, antisymétrique et transitive, et on utilise les symboles <, <, cC,
C, ... pour représenter des ordres. Si < est un ordre, on note < 'ordre strict
associé, c’est-a~dire la relation «z < y et @ # y», qui est antiréflexive (z < x
est toujours faux) et transitive. Inversement, si < est un ordre strict, on utilise <
pour l'ordre (large) associé, c’est-a-dire la relation «x < y ou x = y ». De méme
pour x et <, cetC, Cet C, etc.
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Un ordre est dit total (ou linéaire) si deux éléments quelconques sont compara-
bles, c¢’est-a-dire si, pour tous a, b dans le domaine concerné, est vérifiée au moins
une des relations a < b ou b > a, et, donc, exactement une des trois relations
a<b,a=b,a>b.

X La propriété essentielle de la suite des entiers naturels est la possiblité d’y
effectuer des démonstrations par récurrence. Cette possibilité est elle-méme une
conséquence directe d’une propriété de ['ordre de N, a savoir que toute partie
non vide a un plus petit élément. En effet, ce qui légitime la démonstration par
récurrence d’une propriété P(n), c’est lassurance que, si l’ensemble des n ne
vérifiant pas P(n) est non vide, alors il posséde un plus petit élément, et c’est ce
que ’hypothese de récurrence interdit. La notion de bon ordre apparait lorsqu’on
consideére cette propriété dans un contexte général. X

DEFINITION 2.1.2 (bon ordre). Un ordre < sur un ensemble A est dit bon si
toute partie non vide de A posseéde un plus petit élément (pour <). On dit alors
que (A, <) est un ensemble bien ordonné.

Si < est une relation d’ordre strict, on dit que < est un bon ordre strict si
la relation large associée < est un bon ordre. En pratique, on emploie souvent
«bon ordre » aussi bien pour l'ordre strict que pour l'ordre large, la notation <
ou < indiquant sans ambiguité a quelle forme on se réfere.

ExXEMPLE 2.1.3. Tout bon ordre est un ordre total, puisque, si < est un bon
ordre sur A et que a et b sont deux éléments de A, la partie {a,b} a un plus
petit élément qui est a ou b, donc on doit avoir a < b ou b < a. Par contre, tout
ordre total n’est pas un bon ordre: 'ordre usuel sur Z n’est pas un bon ordre,
puisque Z n’a pas de plus petit élément; de méme, I'ordre usuel sur Q n’est pas
un bon ordre puisque la partie Qs (rationnels strictement positifs) n’a pas de
plus petit élément. D’une fagon générale, un ordre dense, c¢’est-a-dire tel qu’entre
deux éléments il y en ait toujours une troisieme, n’est jamais bon.

Il existe des bons ordres:

PROPOSITION 2.1.4 (1). (i) L’ordre usuel sur N est un bon ordre.
(74) Tout ordre total sur un ensemble fini est un bon ordre.

DEMONSTRATION. (i) Soit X une partie non vide de N, et soit p un élément quelconque
de X. Ou bien p est plus petit élément de X, ou bien il existe p; dans X vérifiant p; < p. A
nouveau, ou bien p; est plus petit élément de X, ou bien il existe ps dans X vérifiant po < pq, et
ainsi de suite. Par construction, on a p; < p—1, po < p— 2, et, de proche en proche, p; < p—1.
La descente s’arréte donc apres au plus p étapes, et il existe donc ¢ au plus égal a p tel que p;
est plus petit élément de X.

(i) 1l suffit de montrer le résultat pour un intervalle {1,... ,p} de N. Soit X une partie non
vide de {1, ... ,p}. Alors X est une partie non vide de N. D’apres (i), X a dans N un plus petit
élément a, lequel est dans X donc dans {1,...,p}, et, par conséquent, a est dans {1,...,p}
plus petit élément de X. O
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X On a noté que l’ordre usuel sur les rationnels ou les réels n’est pas un bon ordre.
Ceci ne prouve pas que d’autres ordres sur ces mémes ensembles ne puissent pas
étre des bons ordres : par exemple, puisqu’il existe une bijection f de N sur Q,
on peut définir un ordre exotique sur Q en déclarant que x < y est vrai pour
fYx) < f~(y); par construction, (N, <) et (Q, <) sont isomorphes, et < est
donc un bon ordre sur Q. X

QUESTION 2.1.5. Existe-t-il un bon ordre sur tout ensemble?

On y reviendra au chapitre 4. Pour le moment, on note quelques propriétés
élémentaires des bons ordres, & commencer par le principe d’induction® qui fait
I'intéret de la notion.

PROPOSITION 2.1.6 (induction). Supposons que < est un bon ordre sur A, et
que P(x) est une propriété a laquelle le principe de séparation est valide et telle
que P(x) est vraie des que P(y) est vraie pour tous y vérifiant y < x. Alors P(x)
est vraie pour tout x dans A.

DEMONSTRATION. Soit B := {z € A; P(x) est fausse} 2. Si B est non vide, il doit avoir un
plus petit élément b. La définition de b signifie que P(y) est vraie pour tous les y vérifiant y < b,
et ’hypothese d’induction entraine alors P(b), contrairement & ce qu’on a supposé. L’hypothese
que B est non vide est donc intenable, donc B est vide, ce qui est dire que P(z) est vraie pour
tout x. O

LEMME 2.1.7. Si (A, <) est un ensemble bien ordonné, et si B est un sous-
ensemble de A, alors la restriction de < a B est un bon ordre.

DEMONSTRATION. (c¢f. démonstration de la proposition 2.1.4(i7)) Si X est une partie non
vide de B, alors X a dans A un plus petit élément a, qui, étant dans X, est dans B, donc est
plus petit élément de X dans (B, <). O

LEMME 2.1.8. Si < est un bon ordre sur A, alors il n’existe pas de suite
infinie strictement décroissante dans (A, <), c¢’est-a~dire pas de suite (a,as, ... )
avec ap > Qag > .. ..

DEMONSTRATION. Sion a a; > as > ..., alors {aj,as,...} de A n’a pas de plus petit
élément. O

QUESTION 2.1.9. La condition nécessaire du lemme 2.1.8 est-elle suffisante,
c’est-a-dire la non-existence d’une suite infinie décroissante pour un ordre total
entraine-t-elle que cet ordre est un bon ordre?

La encore, on y reviendra au chapitre 4.

Lou de récurrence, les deux mots étant employés ici comme synonymes
2¢’est ici qu’il faut étre siir qu'un tel ensemble existe, c’est-a-dire qu’on peut séparer dans A
les éléments qui satisfont P : se rappeler le paradoxe de Berry



Section 2.1: Bons ordres 35

2.1.2. Rigidité des bons ordres.

» A la différence des ordres totaux généraux qui ont de multiples degrés
de liberté, les bons ordres sont des structures tres contraintes, dont le
seul degré de liberté est la longueur. <

X La notion de morphisme pertinente pour les ensembles ordonnés est celle
d’application strictement croissante: si (A, <) et (B, <) sont deuz ordres (stricts),
une application f de A dans B est dite strictement croissante si x < y en-
traine f(x) < f(y). Si, de plus, [ est bijective, on dit que c’est un isomorphisme
de (A, <) sur (B,=<), ce qui correspond bien a l'idée de deux avatars du méme

ordre. bS

On commence par rappeler que, dans le contexte des ordres totaux, toute
implication du type «z < y entraine f(x) < f(y)» est une équivalence.

LEMME 2.1.10. Soient (A, <) et (B, <) deux ensembles ordonnés. Supposons
que < est total et que f est une application strictement croissante de A dans B.
Alors f est injective, et x < y équivaut a f(z) < f(y).

DEMONSTRATION. Supposons z,y € A avec x # y: puisque < est total, on a soit z < y,
soit y < . Dans le premier cas, on déduit f(z) < f(y), dans le second, f(y) < f(z), et, dans
chaque cas, f(z) # f(y). Donc f est injective.

Soient maintenant x,y quelconques dans A, et supposons f(z) < f(y). Si on n’avait pas
x < y, on aurait soit = y, qui entraine f(x) = f(y), soit y < z, qui entraine f(y) < f(z), et
les deux contredisent f(x) < f(y). La seule possibilité est donc = < y. O

Le point important pour la rigidité des bons ordres est le fait simple suivant :

LEMME 2.1.11. Soient (A, <) un ensemble bien ordonné, et f une application
strictement croissante de (A, <) dans lui-méme. Alors, pour tout a dans A, on a

a < f(a).

DEMONSTRATION. Posons A = {z € A ; f(x) < z}. Si A est non vide, A a un plus petit
élément, soit a. Puisque a est dans A, on a f(a) < a. Comme f est strictement croissante, on
déduit f(f(a)) < f(a). D’un autre coté, f(a) n’est pas dans A, puisqu’il est plus petit que le
plus petit élément de A. Par définition de A, cela signifie qu'on a f(f(a)) £ f(a), contredisant
ce qui précede. C’est donc que A est vide. O

On en déduit facilement le résultat de rigidité :

PROPOSITION 2.1.12 (rigidité). Si (A, <) et (B, <) sont deux ensembles bien
ordonnés, il existe au plus un isomorphisme de (A, <) sur (B, <). En particulier,
l'identité est le seul automorphisme d’un ensemble bien ordonné.

DEMONSTRATION. Supposons que f et g sont deux isomorphismes de (A, <) sur (B, <).
Alors g~ lof est une application strictement croissante de (A, <) dans lui-méme. Le lemme 2.1.11
implique a < g~ o f(a) pour tout a dans A, donc, puisque g est croissante, g(a) < f(a). Un
argument symétrique donne de méme f(a) < g(a), donc finalement f(a) = g(a) pour tout a. 0O
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2.1.3. Comparaison des bons ordres.

» On en vient au théoréme de comparaison affirmant que, de deux bons
ordres, I'un est toujours début de I'autre. La démonstration repose sur
I'analyse des segments initiaux d'un bon ordre. Noter que le résultat est
spécifique aux bons ordres : par exemple, aucun des deux ordres totaux
(Z,<), (Qs0,<) n'est isomorphe a un début de I'autre. <

DEFINITION 2.1.13 (segment initial). Supposons que < est un ordre sur A et
que a est élément de A. On appelle segment initial de (A, <) déterminé par a, et
on note /.(a) — ou, simplement, I(a) — 'ensemble {x € A ; © < a} muni de
I'ordre induit par <.

Une relation d’ordre étant transitive, un segment initial d’'un ensemble or-
donné est toujours clos par minorant, c’est-a-dire qu’un minorant d’un élément
de I(a) est encore dans I(a). L’exemple des coupures dans Q montre qu’il n’y
a pas de réciproque en général. Par contre, dans le cas des bons ordres, on a la
réciproque suivante :

LEMME 2.1.14. Supposons que < est un bon ordre sur A et que X est un
sous-ensemble de A clos par minorant. Alors X est ou bien A entier, ou bien un
segment initial de (A, <).

DEMONSTRATION. Soit Y = A\ X. Ou bien Y est vide, auquel cas on a X = A, ou bien Y’
possede un plus petit élément, soit a. Par hypothése, z < a entraine x ¢ Y, donc = € X, et par
conséquent I(a) C X. Inversement, soit € X. Si on avait a < z, alors, comme X est supposé
clos par minorant, on déduirait a € X, contrairement a I’hypothese a € Y. On doit donc avoir
x < a, donc X C I(a), et, finalement, X = I(a). O

LEMME 2.1.15. Si < est un bon ordre sur A, alors (A, <) n’est isomorphe a
aucun de ses segments initiaux, et deux segments initiaux distincts de (A, <) ne
sont jamais isomorphes.

DEMONSTRATION. Soit @ un élément de A. Soit f une application de A dans I(a): alors on
a f(a) < a par hypothese, ce qui, par le lemme 2.1.11, interdit que f soit strictement croissante,
et, a fortiori, qu’elle soit un isomorphisme.

Soient maintenant a,a’ deux éléments distincts de A. On a soit a < a’, soit @’ < a. Sup-
posons par exemple a < a’. Alors I(a’) est bien ordonné par (la restriction de) <, et, comme <
est transitive, I(a) est un segment initial de I(a’). Le résultat ci-dessus montre alors que I(a’)
n’est pas isomorphe & son segment initial I(a). O

PROPOSITION 2.1.16 (comparaison). Soient (A, <), (B, <) deux ensembles
bien ordonnés. Alors I'un exactement des trois cas suivants se présente :

(1) (A, <) et (B, <) sont isomorphes;

(17) (A, <) est isomorphe a un segment initial de (B, <);

(1ii) (B, <) est isomorphe a un segment initial de (A, <).

DEMONSTRATION. On définit une correspondance I’ de A dans B par

F(a) =b < I.(a) est isomorphe & I(b)
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I S P (A7<>

f
Ir\rr\rlllvr\rr\;F() '(B’_<)
a
I4(F(a))
FIGURE 2.1. Comparaison de deux bons ordres : on établit une corres-
pondance entre les segments initiaux (c'est-a-dire les débuts) du premier et
ceux du second

(figure 2.1). Le lemme 2.1.15 appliqué & (B, <) montre que F est fonctionnelle, c’est-a-dire que,
pour chaque a dans A, il existe au plus une valeur b dans B satisfaisant b = F'(a). De méme,
le lemme 2.1.15 appliqué & (A, <) montre que F' est injective, c’est-a-dire que, pour b dans B,
il existe au plus une valeur a dans A satisfaisant b = F'(a). (Par contre, rien ne prouve que F
soit partout définie sur A, ni qu’elle soit surjective.)

Supposons que a appartient au domaine de F, et qu'on a @’ < a. On va montrer que
a' appartient aussi au domaine de F, et qu'on a F(a’) < F(a). Par définition, il existe un
isomorphisme f : I-(a) — I<(F(a)). Par transitivité de l'ordre <, le segment initial déterminé
par a’ dans (I<(a), <) est le méme que le segment initial I (a’) qu’il détermine dans (4, <).
Soit f’ la restriction de f & ce segment initial I (a’). Par construction, f’ est une application
strictement croissante de I (a’) dans I4(F(a)). Tout élément = de I (a') vérifie z < a’, donc
f'(x) = f(x) < f(a’), ce qui montre que I'image de f’ est incluse dans I<(f(a’)). Inversement,
soit y un élément quelconque de I (f(a’)). Par construction, f(a’) est dans I-(F(a)), donc y
est dans I<(F'(a)), qui est I'image de f. Il existe donc z dans I (a) vérifiant f(z) =y. Comme
f est un isomorphisme, y < f(a’) entraine x < a’. C’est dire que y est dans I'image de f’, et,
par conséquent, f’ est un isomorphisme de I (a’) sur I<(f(a’)). Par définition, cela signifie que
a’ est dans le domaine de F, et qu’on a F'(a') = f(a’), donc, en particulier, F(a’) < F(a).

A ce point, on a donc montré que d’une part F est strictement croissante, donc est un
isomorphisme de son domaine sur son image, et d’autre part que le domaine de F' est clos par
minorant dans (A, <).

Un argument symétrique montre que l'image de F est close par minorant dans (B, <),
c’est-a-dire que, si b appartient a 'image de F, et qu'on a b’ < b, alors b’ appartient aussi &
I'image de F' — et qu'on a F~1(b') < F~1(b), mais ceci est déja connu.

On applique alors le lemme 2.1.14. Quatre cas sont a priori possibles:

- Cas 1: Dom(F) = A et Im(F') = B. C’est dire que (A4, <) est isomorphe a (B, <).

- Cas 2: Dom(F) = A et Im(F) segment initial de (B, <). Clest dire que (4, <) est
isomorphe & un segment initial de (B, <).

- Cas 3: Dom(F) segment initial de (A4,<) et Im(F) = B. Clest dire que (B, <) est
isomorphe & un segment initial de (A, <).

- Cas 4: Dom(F') segment initial de (A, <) et Im(F') segment initial de (B, <). Il existe
alors a et b tels qu'on ait Dom(F) = I.(a) et Im(F) = I4(b). Mais alors, par construction,
F est alors un isomorphisme de I.(a) sur I<(b): cela signifie qu’on doit avoir b = F(a), donc
a € Dom(F) et b € Im(F'), contredisant les hypotheses. Ce cas est donc impossible. O

K La plus grande partie de la démonstration précédente reste valable quand (A, <)
et (B, <) sont des ensembles (totalement) ordonnés quelconques, mais, faute de
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pouvoir appliquer le lemme 2.1.14, on ne peut rien conclure en général. Par ex-
emple, si on part de (Z,<) et (QT, <), le domaine et l'image de ’application F
obtenue sont purement et simplement vides: aucun segment initial de (7, <) n’est

isomorphe a un segment initial de (Q7, <).

2.1.4. Addition des bons ordres.

» Partant de deux ensembles (bien) ordonnés A, B, on peut construire
de nouveaux ensembles (bien) ordonnés a I'aide d’opérations naturelles,
appelées somme, produit, et exponentiation, directement inspirées des
opérations combinatoires usuelles dans le cas fini.

La premiere opération est I'addition qui consiste, a partir de deux
ensemble ordonnés, a en construire un nouveau en placant le second
ensemble ordonné (ou une copie de celui-ci) apres le premier, c'est-
a-dire en gardant dans chaque composante son ordre d'origine et en
proclamant que tout élément de la premiere est plus petit que tout
élément de la seconde (figure 2.2). Pour éviter les problemes, on doit
supposer les domaines disjoints, ce qu’'on fait facilement a I'aide d'une

K

notion convenable d'union disjointe. <

DEFINITION 2.1.17 (union disjointe, somme de deux ordres). (i) Soient A, B
deux ensembles. On définit I'union disjointe AIl B de A et B par

ATLB = (A x {1})U (B x {2}).

(#7) Soient A, B deux ensembles ordonnés, soit A = (A, <) et B = (B, <). On
appelle somme de A et B, noté A + B, le couple (A1l B,C), ou C est définie par

(i=j=1leta<b), ou
(a,9)c(b,j) = (i=j=2eta=<b), ou
(i=1letj=2).

> (B, <)

////////

NN N \ \ NN
NN N L NN »

Ax {1} B x {2}

(A, <)+ (B, <)

FIGURE 2.2. Somme de deux ordres: une copie de (A, <), suivie d'une
copie de (B, <); noter que, que A et B soient disjoints ou non, les copies
A x {1} et B x {2} le sont: par exemple, AIl A consiste en deux copies
distinctes de A.

e

EXEMPLE 2.1.18. Soient p,q deux entiers. Alors la somme des intervalles

n,...
...

,p} et {1,...

,q}, équipés de l'ordre usuel, est isomorphe a l'intervalle

,p+ ¢} (équipé de 'ordre usuel).
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PROPOSITION 2.1.19 (somme). La somme de deux ensembles ordonnés (resp.
totalement ordonnés, resp. bien ordonnés) est un ensemble ordonné (resp. totale-
ment ordonné, resp. bien ordonné).

DEMONSTRATION. Soient (4, <) et (B, <) des ensembles ordonnés. Soit (x,7) un élément
quelconque de AII B. Pour i = 1, on a (z,14) Z (x,), car ceci équivaudrait a = < x, qui est faux
puisque < est un ordre. De méme, pour i = 2, on a (z,4) ¢ (, 1), car ceci équivaudrait & = < x,
qui est faux puisque < est un ordre.

Supposons (x,7) € (y,j) C (z, k). Par définition, ceci n’est possible que pour i < j < k. On
déduit alors (x,7) € (z,k) de ce que < est transitive dans le cas i = j = k = 1, de la définition
de C dans le cas i < k, et de la transitivité de < dans le cas i = j = k = 2. Donc la relation C
est un ordre strict.

Si a la fois < et < sont des ordres totaux, il en est de méme de C : en effet, étant donnés
(x,7) et (y,7) quelconques, ou bien on a i = j =1 et alors x et y sont comparables pour <, ou
bien on ai = j = 2, et x et y sont comparables pour <, ou bien on a i # j, auquel cas on a soit
i1=1letj=2s0iti=2etj=1.

Supposons enfin que < et < sont des bons ordres. Soit X une partie non vide de A Il B.
Deux cas sont possibles. Supposons d’abord X N (A x {1}) non vide. Comme < est un bon
ordre, il existe a dans A tel que (a,1) est plus petit élément de X N (A x {1}); comme on a
(a,1) € (y,2) pour tout y dans B, 1’élement (a, 1) minore tout élément de X N (B x {2}), et il
est donc plus petit élément de X entier. Supposons ensuite X N (A x {1}) vide. C’est dire que
X est inclus dans B x {2}. Comme < est un bon ordre, il existe b dans B tel que (b, 2) est plus
petit élément de X N (B x {2}, qui est X. Dans tous les cas, X posséde un plus petit élément,
et C est un bon ordre. O

PROPOSITION 2.1.20 (associativité). A isomorphisme prés, I'addition des or-
dres est associative: quels que soient les ensembles ordonnés A, B, C, il existe un
isomorphisme de (A + B) + € sur A + (B + C).

DEMONSTRATION. Envoyer ((a, 1),1) sur (a,1), ((b,2),1) sur ((b,1),2), et (¢, 2) sur ((c, 2),2).
O

2.1.5. Multiplication des bons ordres.

» On passe a la multiplication, qui consiste a ordonner lexicogra-
phiquement le produit cartésien. L'intuition est donnée dans la figure 2.3:
le produit A x B s'obtient en mettant bout a bout des copies (disjointes)
de A indexées par B. ». <

DEFINITION 2.1.21 (produit de deux ordres). Soient A, B deux ensembles or-
donnés, soit A = (A, <) et B = (B, <). On appelle produit de A et B, noté A x B,
le couple (A x B, ) le couple (A x B,C), ou C est définie par

b=<b, ou
b ") & ’
(a,) £ (a,5) (b="beta<d).

EXEMPLE 2.1.22. Soient p,q deux entiers. Alors le produit des intervalles
{1,...,p} et {1,...,q}, équipés de l'ordre usuel, est isomorphe a lintervalle
{1,... ,pq} (équipé de l'ordre usuel).
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(B, =)t~

FIGURE 2.3. Produit de deux ordres: A x B, c'est « A répété B fois »

PROPOSITION 2.1.23 (produit). Le produit de deux ensembles ordonnés (resp.
totalement ordonnés, resp. bien ordonnés) est un ensemble ordonné (resp. tota-
lement ordonné, resp. bien ordonné).

DEMONSTRATION. Soient (4, <) et (B, <) des ensembles ordonnés. Soit (z,y) un élément
de Ax B. Alorsonn’aniy <y, niy =y etz <z, donc (z,y) C (x,y) est faux, et la relation C
est antiréflexive.

Supposons (z,y) € (2/,y") © (z”,y”). Quatre cas sont possibles. Si on a y < ¢y’ < y”, la
transitivité de < entraine y < y”, donc (x,y) C (”,y”). Sionay =9y <y”" ouy <y =¢”, on
obtient (z,y) € (2”,y") directement. Enfin, sion a y =y’ = ¢y” et x < 2’ < 2", la transitivité
de < entraine z < z”/, et on a donc (z,y) © (z”,y”). Donc la relation C est transitive, et c’est
un ordre strict sur A x B.

Supposons en outre que < et < sont des ordres totaux, et soient (z,y), (2’,y’) deux éléments
distincts de A x B. Si y et 3’ sont distincts, on a soit y < 3/, soit ¥y’ < y, et, par conséquent,
soit (z,y) C (2/,y"), soit («’,y’) © (x,y). Si y et ¥’ sont égaux, nécessairement = et x’ sont
distincts, et on a soit x < 2’ soit 2’ < x, qui impliquent respectivement (z,y) € (2',y’) ou
(z',y) € (z,y). Donc la relation C est un ordre total sur A x B.

Supposons maintenant que < et < sont des bons ordres, et soit X une partie non vide
de A x B (figure 2.4). La seconde projection pry(X) de X, c’est-a-dire

{ye B; 3z e A)((z,y) € X)},

est une partie non vide de B, donc elle admet un plus petit élément, disons b. Alors la fibre
en b, c’est-a-dire ensemble {z € A ; (x,b) € X}, est une partie non vide de A, donc elle admet
un plus petit élément, disons a. Par construction, le couple (a,b) est dans X, et ¢’en est le plus
petit élément. En effet, soit (z,y) un élément quelconque de X. Par construction, on a y 3= b,
donc ou bien y > b, qui entraine (x,y) 3 (a,b), ou bien y = b. Dans ce dernier cas, on a par
construction x > a, et donc (z,y) 3 (a, b). O

(B, <)

pry(X)

o2 > (4,<)

FIGURE 2.4. Le produit de deux bons ordres est un bon ordre
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PROPOSITION 2.1.24 (associativité, distributivité). A isomorphisme pres, la
multiplication des ordres est associative et distributive a gauche par rapport a
laddition: quels que soient les ensembles ordonnés A, B, C, il existe un isomor-
phisme de (A x B) x C sur A x (B x €), et un isomorphisme de A x (B + C) sur
(AXB)+(AxC).

DEMONSTRATION. Envoyer ((a,b),c) sur (a,(b,c)) dans le premier cas, et (a,(b,1)) sur
((a,b),1) et (a, (¢,2)) sur ((a, c),2) dans le second. On obtient ainsi deux bijections, et il est facile
de vérifier que celles-ci sont strictement croissantes en considérant les différents cas possibles.
Ainsi, dans le cas de lassociativité, on a, en notant < tous les ordres, ((a,b),c) < ((a/,b),c)
si et seulement si soit ¢ < ¢/, soit c=c et b < b/, soit c=c et b =1 et a < a’ est vrai, et c’est
aussi le cas de (a, (b,c)) < (a/, (V/,c)). Dans le cas de la distributivité, (a, (y,7)) < (o, (v/,'))
est vrai si on a ou bieni =1 et y < y’, oubien i =1 et = 2, ou bien i =4 et y =y et

a < a, et c’est aussi le cas pour ((a,y),7) < ((d,y'),?), ¢f. figure 2.5. O

B
¢ _—
B S
_ _ —_
T —_— | o _—
— A 1 BI _ E——
_— _—
_—

— > A

FIGURE 2.5. Distributivité a gauche de la multiplication par rapport a I'addition

2.1.6. Exponentiation des bons ordres.

» Pour terminer I'analogie avec les opérations arithmétiques, on con-
sidere I'exponentiation. On cherche donc 3 ordonner I'ensemble A des
suites d'éléments de A indexées par B. On va voir que, pour ne pas
sortir du cadre des bons ordres, on est amené a restreindre |'ensemble
des suites considérées. |

K Partant de A, B, avec A = (A, <) et B = (B, <), on peut déclarer que la
suite s est plus petite que la suite t si, pour le <-plus petit indice © pour lequel on
a s(i) # t(i), on a s(i) < t(i). Pour assurer ’existence d’un tel plus petit indice i,
on suppose que < est un bon ordre sur B. Le probléme est que, méme si < est un
bon ordre sur A, et méme si A est fini, il est faur que AP soit bien ordonné dés
que B est infini. Par exemple, si A est {0,1} bien ordonné par 0 < 1 et B est N
avec l’ordre usuel, on a

(1,0,0,0,...) > (0,1,0,0,...) > (0,0,1,0,...) > ...

Le probléme est similaire si on prend en compte le plus grand indice ou les suites
different. Pour l’éviter, il faudrait que [’ordre sur [’ensemble-exposant soit a la
fois un bon ordre et ["opposé d’un bon ordre, c’est-a-dire que toute partie non vide
ait a la fois un plus petit et un plus grand élément : ceci caractérise les ensembles
finis, et, dans ce cas, on n’obtient rien de plus qu’une itération finie du produit
d’ordres.

Le solution trouvée pour échapper a la difficulté précédente consiste a ordonner
non pas toutes les suites d’éléments de B indexées par A, mais seulement certaines
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d’entre elles, dites a support fini. On verra, en particulier a la fin de ce chapitre
avec le théoreme de Goodstein, que cette restriction n’enléve pas tout intérét a
l’opération obtenue. X

DEFINITION 2.1.25 (exponentiation). Soient A, B deux ensembles ordonnés,
soit A = (A4, <) et B = (B, <). On suppose que A possede un plus petit élément 0.

(i) Pour toute suite s d’éléments de A, on appelle support de s ’ensemble
{i; s(i) # 0}, et on note AP®) le sous-ensemble de AP formé par les suites &
support fini.

(ii) On appelle ezponentiation de A par B, et on note A%, le couple (A(B), ),
ou f C g est vraie s'il existe i vérifiant f(i) < g(i) et f(j) = g(j) pour j = i.

La relation C ainsi définie est un ordre anti-lexicographique : on compare
les suites en partant des valeurs sur les éléments le plus grands de B, donc en
partant de la droite si on voit les éléments de A® comme des suites d’éléments
de A indexées par B.

EXEMPLE 2.1.26. Soient p, ¢ deux entiers. Alors ’exponentielle des intervalles
{1,...,p}et {1,...,q}, équipés de I'ordre usuel — par rapport auquel {1,... ¢}
a un plus petit élément — est isomorphe a lintervalle {1,...,p?} (équipé de
l'ordre usuel).

PROPOSITION 2.1.27 (exponentiation). Supposons que A, B sont deux en-
sembles totalement (resp. bien) ordonnés, et que A a un plus petit élément. Alors
AP est un ensemble totalement (resp. bien) ordonné.

DEMONSTRATION. Supposons A = (A4,<) et B = (B, <). Par définition, on n’a jamais
f © f. Supposons f C g C h. Par définition, il existe i et j dans B tels qu’on ait f(i) < g(i),
f(k) = g(k) pour k > i, et g(j) < h(j), g(k) = h(k) pour k > j. Puisque < est un ordre
total, on a ou bien ¢ < j, ou bien ¢ = j, ou bien ¢ > j. Dans le premier cas, on trouve
f) = g(j) < h(g), dou f(j) < h(y), et f(k) = g(k) = h(k) pour k > j. Dans le second cas,
on trouve f(i) < g(i) < h(i), d’out f(i) < h(i), et f(k) = g(k) = h(k) pour k > 4. Enfin, dans
le troisieme, on trouve f(i) < g(i) = h(i), d’on f(i) < h(i), et f(k) = g(k) = h(k) pour k > i.
On a a chaque fois f C h, et donc C est un ordre strict.

Cet ordre est total : en effet, f et g étant deux éléments quelconques de A®), ensemble
des indices ¢ vérifiant f(i) # ¢(i) est inclus dans la réunion des supports de f et g, qui est un
ensemble fini, et possede donc un plus grand élément ¢ vis-a-vis de <. On a alors I'une des deux
relations f(i) < g(i), f(i) > g(4), et donc soit f C g, soit f 3 g.

Supposons maintenant que < et < sont des bons ordres, et soit X une partie non vide
de A(B). Nous voulons montrer que X possede un plus petit élément. Par hypothese, chaque
fonction f dans A(P) a un support fini; on notera s (f) le plus grand élément du support de f
vis-a-vis de 'ordre <, §’il existe, c’est-a-dire si f n’est pas la fonction constante de valeur 0, et,
plus généralement, on notera s1(f), s2(f),... 'énumération décroissante du support de f. Par
définition, pour chaque f, 'élément si(f) n’est défini que pour un nombre fini de valeurs de k.

Posons, pour démarrer une induction, Xy = X. Deux cas sont possibles. Ou bien la fonction
constante fo de valeur 0 est dans Xy, et alors, par définition, f, minore tout élément de AP,
donc fy est plus petit élément de Xy. Ou bien fy n’est pas dans Xy, ce qui signifie que s1(f)
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est défini pour chaque fonction dans X,. Posons

b =inf{si(f) ; f € Xo},

ar = inf{f(b1) ; f € Xoet s1(f) =1},

X; = {f € Xo ; Sl(f) = by et f(bl) = al}.
Comme =< est un bon ordre, I’élément b; existe, et, comme < en est un aussi, I’élément a; existe
également. L’ensemble X7 est un sous-ensemble non vide de Xy. Soit f un élément quelconque
de Xy. Ou bien on a s1(f) > by, et alors, si g est un élément quelconque de X;, on trouve
9(s1(f)) =0 < f(s1(f)), donc f = g. Ou bien on a s1(f) = by et f(b1) >4 a1, et alors, si g est
a nouveau un élément quelconque de Xy, on trouve g(s1(f)) = g(b1) = a1 < f(s1(f)) = f(b1),
donc f C g. Ou bien on a s1(f) = by et f(b1) = a1, soit f € X;. Ceci montre que X; est un
segment initial de X, et donc, pour montrer que Xy a un plus petit élément, il suffit de montrer
que X7 a un plus petit élément.

A nouveau, deux cas sont possibles. Ou bien la fonction f; définie par fi(b) = 0 pour

b # by et fi(b1) = a1 est dans Xi, et alors, par construction, f; minore toute fonction f
vérifiant s1(f) = by et f(b1) = a1, donc f; est plus petit élément de X7, donc de Xy. Ou bien
f1 n’est pas dans X5, ce qui signifie que sa(f) est défini pour chaque fonction dans X;. On est
alors en position d’induction. On pose

by = inf{sa2(f) ; f € Xu},

ag = inf{f(b2) ; f € Xy et sa(f) = ba},

Xo = {f e Xy ; Sg(f) =by et f(bz) = az}.
Le méme argument que ci-dessus montre que Xs est un segment initial de X7, car on ne
considere ici que des fonctions f vérifiant s1(f) = by et f(b1) = a1, donc le point intervenant
dans la comparaison est so(f). Introduisons la fonction fo définie par fo(b) = 0 pour b # by, ba,
fa(b1) = a1 et fa(b2) = az. Ou bien f5 est dans X5, auquel cas c’en est le plus petit élément,
et donc le plus petit élément de X7, et de Xy, ou bien f; n’est pas dans X5, auquel cas
s3(f) est défini pour tout f dans Xs, et on peut recommencer, construisant ainsi une suite
X0 2 X1 D X5 D ... aussi longtemps qu’on n’a pas trouvé de plus petit élément. Appelons b;
est la valeur commune de s;(f) pour f dans X;. Puisque, par définition, il existe au moins une
fonction f dans X;, on a b;_1 = s;_1(f) et b; = s;(f), d’on b;—; = b;. Puisque < est un bon
ordre, il est impossible que b; existe pour tout 7 : cela signifie que, nécessairement, I'induction
doit s’arréter apres un nombre fini d’étapes, c’est-a-dire qu’il existe nécessairement un indice ¢
pour lequel X; 1 n’existe pas, c’est-a-dire pour lequel la fonction f; définie par

fi(b):Opourb;ﬁbl,... ,bi, f(bl):al, ey f(bi):ai

est dans X;, dont elle est le plus petit élément, ainsi que celui de Xj. O

PROPOSITION 2.1.28 (1). Quels que soient les ensembles totalement ordonnés
A, B, C tels que A ait un élément minimal, il existe un isomorphisme de AB*¢
sur A® x A®, et un isomorphisme de AP*€ sur (A®)C.

DEMONSTRATION. On note A, B, C les domains respectifs de A, B, et €, et on note tous
les ordres <. L’élément minimal de A est noté 0. Il s’agit d’associer, de fagon bijective, a toute
fonction a support fini f de B II C' dans A un couple formé d’une fonction & support fini
de B dans A et d’une fonction & support fini de C' dans A. Ceci est facile : on associe & f
d’une part sa restriction Ry (f) & B, et d’autre part sa restriction Ra(f) & C. Comme BIIC est
construit comme B x {1}UC x {2}, la définition formelle est Ry (f)(b) = f((b,1)) pour b € B, et
Rs(f)(c) = f((c,2)) pour ¢ € C La vérification du fait que 'application F' : f — (R1(f), R2(f))
est une bijection et est strictement croissante est facile (¢f. figure 2.6).
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A A

FIGURE 2.6. Isomorphisme de AB+€ sur A + A€: on coupe la suite en
deux fragments

Pour le second résultat, le principe est le méme. Il s’agit cette fois d’associer a toute fonction
a support fini f de B x C' dans A une fonction & support fini F(f) de C dans les fonctions
& support fini de B dans A. Comme I’élément minimal de A est la fonction constante ¢q de
valeur 0, étre de support fini pour une fonction de C' dans A® signifie prendre la valeur cq sauf
pour un nombre fini de valeurs. Ici f est une fonction & deux variables, et on définit F(f) en
posant F(f)(c)(b) = f(b,c), c’est-a-dire en séparant les deux variables. Comme ’ensemble des
couples (b, ¢) vérifiant f(b,c) # 0 est fini, ensemble des ¢ vérifiant F'(f)(c) # co est fini, et F
appartient a (A(B))(C) comme escompté. A nouveau les vérifications requises, & savoir que F
est bijective et strictement croissante, sont faciles (cf. figure 2.7). O

A f(b,¢) coupe de f en ¢

?

b coooos

GC

¢

>
>
»
}r

|

b > B
FIGURE 2.7. lIsomorphisme de AZ*€ sur (A®)C: on associe a une suite f
la suite de ses coupes suivant la seconde variable

2.2. Construction des ordinaux

» On construit une famille d’ensembles bien ordonnés particuliers, ap-
pelés les ordinaux. La propriété remarquable de ces ordinaux est de cons-
tituer une famille de représentants uniques pour les classes d'isomorphis-
me de bons ordres : tout ensemble bien ordonné est isomorphe a un
unique ordinal.

La construction décrite ici est diie a John von Neumann ; elle est
extrémement astucieuse et rapide — mais en contre-partie peu intuitive.
En faisant des ordinaux des ensembles purs®, elle constituera une étape
importante dans la réalisation du programme proposé au chapitre 1,
lequel réclame I'existence de suffisamment d’ensembles purs.

[l est bon de se rappeler dans la suite que, suivant un principe déja
affirmé, la nature des objets mathématiques importe moins que leur
comportement. Ceci s'applique aux ordinaux qui sont ici introduits par

3lesquels n’ont pas encore été définis & ce point...
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une définition explicite mais assez mystérieuse. Ce qui importera surtout
dans la suite n'est pas la construction elle-méme, mais les propriétés
qu ‘elle garantit, typiquement le résultat que tout bon ordre est |somorphe
a un unlque ordinal, puis la légitimation des définitions par récursion
ordinale qu'on verra au chapitre 3. Ne pas oublier que des définitions
alternatives des ordinaux seraient possibles, pourvu qu’elles menent aux
mémes propriétés*. <

2.2.1. Ensembles transitifs.

» La construction commence avec la notion d'ensemble transitif, une
notion assez étrange méme si la définition est simple. <

DEFINITION 2.2.1 (transitif). Un ensemble A est dit transitif si ¢’est un en-
semble d’ensembles et que tout élément d’un élément de A est élément de A,
c’est-a-dire si [ JA est inclus dans A.

Ainsi, un ensemble A est transitif si et seulement si on a
(2.2.1) reacA=uxeA,
c’est-a-dire encore
(2.2.2) ac€A=aCA,

soit A C P(A). La plupart des ensembles ne sont pas transitifs ; cependant il
existe des ensembles transitifs:

LEMME 2.2.2. (i) L’ensemble vide est transitif.
(17) Si A est transitif, il en est de méme de B(A) et de AU {A}.

DEMONSTRATION. (i) Comme & n’a pas d’élément, I'implication (2.2.1) est automatique-
ment vraie.

(#4) Supposons A transitif. Supposons x € a € PB(A), soit x € a C A. Par définition de
linclusion, ceci entraine x € A, donc, par (2.2.2), x C A, soit € P(A), et on conclut que
P(A) est transitif.

De méme, supposons z € a € AU {A}. On a donc a € A ou a = A (ou les deux). Dans le
premier cas, on obtient x € a € A, donc x € A puisque A est transitif; dans le second cas, on a
x €a= A, donc z € A directement. Donc AU {A} est transitif. O

Il existe donc une infinité d’ensembles transitifs, puisqu’au moins tous les
ensembles inductivement obtenus a partir de I’ensemble vide en utilisant de fagon
répétée les opérations A — P(A) ou A— AU {A} sont transitifs.

2.2.2. Ordinaux.

» On introduit maintenant les ordinaux comme des ensembles tran-

sitifs particuliers, définis en termes de propriétés de la restriction de

I'appartenance. |
43 commencer par la définition initiale de Cantor, qui introduisait les ordinaux comme
classes d’isomorphisme de bons ordre, sans sélectionner de représentants particuliers
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K Pour tout ensemble A, la restriction de la relation d’appartenance a4 A est
une relation binaire sur A. En général, cette relation est purement et simplement
vide : il y a a priori aucune raison pour que, parmi les éléments de A, il en existe
deuz, disons a et b, tels que b soit un ensemble et qu’on ait a € b. Cependant,
si A est un ensemble transitif, alors il se peut qu’un élément de A appartienne
a un autre élément de A. Par exemple, l'ensemble P(P(2)) a deux éléments, a
savoir @ et {D}, et le premier est un élément du second, donc la restriction de €
a P(CP(2)) se compose de l'unique couple (F,{2}). La figure 2.8 donne un autre
exemple.

Meéme lorsque la restriction de l’appartenance a un ensemble A est non vide,
il 'y a aucune raison pour que cette restriction soit une relation d’ordre, ou une
relation d’équivalence, ou quelque relation particuliere que ce soit. Cependant, on
peut toujours considérer ceur des ensembles A pour lesquels la restriction a A de
Uappartance a telle ou telle propriété par exemple d’étre un ordre. Comme une
relation du type a € a apparait étrange, on considere le cas ou la restriction de €
est un ordre strict. X

12.{%)e o 19}

NS

ze — e P(B(PB(2)))

FIGURE 2.8. Un exemple d'ensemble A tel que la restriction de € a A
ne soit pas vide : I'ensemble P(P(P(2)))

DEFINITION 2.2.3 (ordinal). On dit qu'un ensemble « est un ordinal si «
est un ensemble transitif et que la restriction de € a « est un bon ordre strict.
Autrement dit, a est un ordinal si les quatre conditions suivantes sont vérifiées:

(1) pour tout = dans «, on a x C «;

(71) pour tout x dans «, on a = ¢ x;

(i) pour tous z,y,z dans o, sionax € y et y € z, alors on a = € z;

(1v) pour tout sous-ensemble non vide A de «, il existe  dans A vérifiant
x € y pour tout y dans A distinct de x.

Dans toute la suite, on se conforme a 1'usage d’utiliser les minuscules grec-
ques pour les ordinaux, et de les réserver a cette fin. Comme pour les ensembles
transitifs, on commence par vérifier qu’il existe des ordinaux.

LEMME 2.2.4. (i) L’ensemble vide est un ordinal.
(#7) Si « est un ordinal, alors on a o ¢ «.
(17i) Si a est un ordinal, alors on a o U {«a} en est un aussi.

DEMONSTRATION. (i) Comme @ n’a aucun élément, et, de 1a, aucun sous-ensemble non
vide, les quatre conditions qui définissent un ordinal sont automatiquement satisfaites.
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(74) Par définition, si o est un ordinal, on a x ¢ x pour tout élement x de c. Si on avait
a € a, cest-a-dire si a était élément de lui-méme, on aurait donc o ¢ «, ce qui contredit
I’hypothese.

(#it) Soit o un ordinal, et 5 = S(a) = aU{a}. Il s’agit de vérifier que [ satisfait aux quatre
conditions de la définition d’un ordinal. Le lemme 2.2.2 affirme déja que S(«) est un ensemble
transitif.

Supposons x € (. Alors, par définition, on a ou bien =z € «, ou bien z = «, les deux
s’excluant en vertu de (i¢). Dans le premier cas, on a x ¢ = puisque « est un ordinal, dans le
second, on a x ¢ x par (ii).

Supposons maintenant x,y,z € 3, avec * € y € z. Si x, y et z appartiennent a «, alors
on déduit « € z de ’hypotheése que « est un ordinal. Supposons z = «. Par (i7), on ne peut
avoir y = «, et on a donc a € y € a. Comme « est un ensemble transitif, cela entraine o € «,
contredisant (i¢) : 'hypothése z = « est donc impossible. Supposons maintenant y = «. Nous
déduisons alors z # «, donc z € «a, soit a € z € a, et, a nouveau, « € «: I’hypothese y = «
est donc également impossible. Reste le cas z = a. On a alors x € y € «, et 'hypothese que «
est un ensemble transitif entraine z € «, soit € z. On a donc montré dans tous les cas que la
restriction de € a [ est une relation transitive.

Soit A un sous-ensemble non vide de 3. Supposons d’abord que AN« est non vide. Puisque
« est un ordinal, il existe z dans A N « vérifiant x € y pour tout y distinct de  dans A N a.
Puisque z est dans AN «, on a x € a par hypothese, et donc x € y pour tout y distinct de x
dans A. Finalement, si A est non vide et A N« lest, comme [ est a U {a}, la seule possibilité
est A = {a}. Posons x = «: alors = est bien un élément de A vérifiant = € y pour tout élément
de A distinct de x, puisqu’il n’existe pas de tel élément y. O

I1 existe donc une infinité d’ordinaux, a savoir au moins @ et tous les ensembles
obtenus a partir de & en répétant 'opération o — a U {a}.

NOTATION 2.2.5 (opération S, ordinal 7). Pour tout ensemble A, on pose
S(A) = AU{A}. Pour n entier naturel, on note n l'ordinal S" ().

Par exemple, on trouve:

0=
L=50)={0},
2=5(1) = 1u{l} = {0} U {1} = {01},

3=5(2)=2uU{2} ={0,1}u{2} ={0,1,2}, etc.
On constate sur ces exemples que les element§ de l'ordinal 7 se trouvent étre
des ordinaux, et plus précisément les ordinaux k pour k < n. Cette propriété est
générale :

PROPOSITION 2.2.6 (1). Pour tout entier n, I'ordinal n a exactement n élé-
ments, a savoir les ordinaux k pour k < n.

DEMONSTRATION. On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 0, c’est-a-dire opur @, le
résultat est vrai. Supposons n > 0, et posons m :=n — 1. On a alors 7 = m U {7}, donc les
éléments de n sont d’une part les éléments de m, c’est-a-dire, par hypothese de récurrence, les
m ordinaux k avec k < m, d’autre part I'unique élément de {m}, c’est-a-dire /m, dont on sait
par le lemme 2.2.4(i7) qu’il n’appartient pas & m. Donc 71 a n éléments et ce sont les ordinaux k
avec k < n. O
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On note des maintenant deux résultats valables pour tous les ordinaux, qu’ils
soient du type n ou non:

LEMME 2.2.7. Tout élément d’un ordinal o est un ordinal strictement inclus
dans «.

DEMONSTRATION. Soit a un ordinal, et  un élément de «. Puisque « est transitif, x € o
implique z C «. On veut montrer que x est un ordinal. Supposons d’abord z € y € x. Puisque
x est inclus dans «a, on déduit y € «, puis z € a puisque « est transitif. Puisque la restriction
de € a « est une relation transitive et que z, y, et  sont éléments de «, on déduit z € z, et =
est un ensemble transitif.

Puisque z est inclus dans o, la relation €[, est la restriction a = de €[,, donc, par le
lemme 2.1.7, cette restriction est un bon ordre. Par conséquent, x est un ordinal.

Finalement, on a vu que z est inclus dans a. L’inclusion est stricte, car, par le Lemme 2.2.4(i4),
x est dans o mais pas dans =x. O

La figure 2.9 suggere la structure (assez étrange) des ordinaux découlant des
résultats précédents.

( N )
5 al S(a)
oo -

- )

FIGURE 2.9. Structure des ordinaux: chaque ordinal o est lui-mé&me un
ensemble d'ordinaux inclus dans « ; I'ordinal S(«) est la réunion de « et
de {a} : ses éléments sont donc les éléments de «, ainsi qu'a lui-méme

Si A est un ensemble non vide d’ensembles, on note (| A Iintersection de A,
c’est-a-dire 'ensemble des éléments qui sont dans tous les éléments de A.

LEMME 2.2.8. Si A est un ensemble non vide d’ordinaux, (| A est un ordinal.

DEMONSTRATION. Posons x = (A = {{; (Va € A)(€ € a)}. Toute intersection d’ensem-
bles transitifs est un ensemble transitif, donc = est un ensemble transitif. Soit a un élément
quelconque de A. D’abord tout élément de x est élément de «, donc est un ordinal. Soient &, 7, ¢
des éléments de z, donc de «. Par le lemme 2.2.4(ii), on a & ¢ . Ensuite, si on a £ € 5 € (,
le fait que « soit un ordinal entraine £ € (. Donc la restriction de € a x est un ordre strict.
Enfin, soit X une partie non vide de x. Alors X est une partie non vide de «, donc elle possede
un plus petit élément £ vis-a-vis de €[, c’est-a~dire qu’on a £ € n ou £ = n pour tout élément
de X. Ceci signifie que £ est plus petit élément de X vis-a-vis de €[,. Donc la relation €[, est
un bon ordre, et x est un ordinal. O

2.2.3. L’ordre sur les ordinaux.
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» On vient de voir que tous les éléments d'un ordinal sont des ordinaux.
On montre ici une sorte de réciproque, a savoir que, si « et 3 sont des
ordinaux distincts et que « n'est pas élément de (3, alors nécessairement
0 est élément de «. Cette propriété permet de construire un ordre total,
et méme un bon ordre, sur les ordinaux. <

LEMME 2.2.9. La restriction de la relation € aux ordinaux est un ordre strict.

DEMONSTRATION. Le lemme 2.2.4(i%) affirme que @ € «v est impossible pour tout ordinal a.
Par ailleurs, si «, 3, vérifient a € 8 € ~, alors, puisque, par définition, « est un ensemble
transitif, on a a € . Donc la restriction de € aux ordinaux est antiréflexive et transitive: c’est
un ordre strict. O

DEFINITION 2.2.10 (ordre). Si «, 3 sont des ordinaux, on dit que « est plus
petit que (3, noté a < [, si a est élément de [.

EXEMPLE 2.2.11. Par construction, on a toujours a € S(«) et donc, puisque
S(a) est un ordinal, on a a < S(a). En particulier, on a 7 < (n + 1)” pour tout
entier n. Plus généralement, la proposition 2.2.6 montre que, pour m,n entiers,
m < n équivaut a m < n.

PROPOSITION 2.2.12 (ordre). (i) Tout ordinal coincide avec l'ensemble des
ordinaux plus petits que lui.
(11) L’ordre large associé a la restriction de € aux ordinaux est l'inclusion: si «, 3
sont des ordinaux, o« C (3 est vrai si et seulement si on a soit a € 3, soit o = 3
— autrement dit, a € 3 équivaut a o & 3.
(17i) Pour chaque ordinal «, I'ordinal S(«) est succeseur immédiat de o : on a
a < S(a), et a < [ entraine S(«) < (. De plus, S est strictement croissante:

a < (3 entraine S(«a) < S(B).

DEMONSTRATION. (i) Soit a un ordinal quelconque. Alors « est ’ensemble de ses éléments.
Par le lemme 2.2.7, ceux-ci sont des ordinaux, donc « est I’ensemble des ordinaux qui sont
éléments de a: par définition, c’est donc ’ensemble des ordinaux plus petits que a.

(#i) Supposons a < . Nous avons ou bien o < f, donc, par définition, « € 8, ce qui,
puisque [ est transitif, entraine @ C 3, ou bien o = 3, donc aussi @ C (3. Dans tous les cas,
a < (8 entraine o C .

Inversement, supposons o C 3. Alors on a ou bien o = 3, donc a < 3, ou bien a & 3. Dans
ce cas, B\ « est une partie non vide de « et, puisque (3, € [5) est un ensemble bien ordonné,
cette partie 3\ a posseéde un plus petit élément o, qui est un ordinal comme tout élément de 3.
On va montrer o’ = «, qui, puisque o’ est dans 3, donne o € 3, donc a < 3, d’out a fortior:
a <.

Soit £ € a quelconque. Puisque « est inclus dans 3, on a £ € 3, et £ est comparable avec o :
I'une des trois relations £ € o/, £ = o/, & € £ est vraie. Or £ = o donnerait £ ¢ « puisque o/
est dans (3 \ a, contredisant ’hypothése £ € . De méme, puisque « est un ensemble transitif,
o/ € ¢ entrainerait o € a, contredisant le fait que o est dans §\ a. On a donc nécessairement
£eda,doncaCd.

Inversement, supposons £ € . Puisque 3 est un ensemble transitif, £ est dans 3, et alors
la définition de o’ comme plus petit élément de 3\ « entraine £ € a. On a donc &' C a, et,
finalement o = o, comme annoncé.
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(797) La relation a € S(a), c’est-a-dire aw < S(«v), est vraie par définition. Supposons a < 3.
On a alors « € 8, done {a} C 3, et, d’autre part, « < 8 done, par (ii), « € 8. On a donc
aU{a} C B, soit, toujours par (ii), S(a) < S. Enfin, supposons « < 3. On vient de voir que
ceci entraine S(a) < 8 < S(8), dou S(a) < S(B). O

L’ordre des ordinaux est un bon ordre au sens suivant :

PROPOSITION 2.2.13 (bon ordre). Tout ensemble non vide d’ordinaux A pos-
sede un plus petit élément, a savoir [ A.

DEMONSTRATION. Posons u = (] A. Par le lemme 2.2.8, u est un ordinal. Par construction,
on a u C « pour tout a dans A, soit, par la proposition 2.2.12(i7), 4 < a. Deux cas sont possibles
a priori: ou bien il existe oy dans A pour lequel on a 1 = ag, ¢’est-a-~dire que p appartient a A,
et, dans ce cas, p est plus petit élément de A puisqu’on a p < « pour tout élément o de A, ou
bien on a p < « pour tout o dans A, ce qui, par définition de l'ordre, signifie qu’on a p € «
pour tout o dans A, donc p € (A, soit p € p, contredisant le lemme 2.2.4(i¢). On est donc
nécessairement dans le premier cas, c¢’est-a-dire que p appartient a A. O

Appliquant ce qui précede a la paire {«, #}, on déduit:

COROLLAIRE 2.2.14. Pour chaque paire d’ordinaux {«, 3}, I'une exactement
des trois relations a € 3, a« = 3, B € « est vérifiée.

X Autrement dit, ['ordre des ordinaux est un ordre total. En vertu de la propo-
sition 2.2.12(i), le segment initial de la suite des ordinaux déterminé par un
ordinal c, c¢’est-a-dire I’ensemble des ordinaux plus petits que «, coincide avec v :
cette propriété peu intuitive résulte de la définition des ordinaux choisie. A ce
point, nous pouvons commencer a représenter la suite des ordinaux comme sur
la figure 2.10 : il s’agit d’une suite totalement ordonnée, 0 en est le plus petit
élément, et chaque ordinal o a un successeur immédiat qui est S(«), de sorte que

1 est le second élément, 2 le troisiéme, etc. X
0 12 3 4 .. a S(a)...
2 {2}

FIGURE 2.10. La suite des ordinaux (1) : cette figure est analogue a la
figure 2.9, mais on oublie la structure interne des ordinaux pour ne retenir
que leur ordre

2.2.4. Le principe d’induction ordinale.

» On a rappelé I'importance des démonstrations par induction, sur les
entiers ou plus généralement sur les ensembles bien ordonnés. Comme les
ordinaux sont des cas particuliers d'ensembles bien ordonnés, le principe
général d’'induction s’applique a eux. Vue son importance cruciale, on
réénonce le résultat dans le cas spécifique. <



Section 2.2: Construction des ordinaux 51

PROPOSITION 2.2.15 (induction ordinale). Soit P(«) une propriété pour la-
quelle le principe de séparation est valide °. Supposons que P(«) est vraie dés
que P(§) lest pour £ < a. Alors P(«) est vraie pour tout ordinal c.

DEMONSTRATION. Supposons qu’il existe un ordinal a tel que P(a) soit fausse. Posons
A={£ e S(a); P& est fausse}. L’hypothese sur P garantit Pexistence de 'ensemble A, et A
n’est pas vide puisqu’il contient «. Donc A a un plus petit élément, disons «’. Mais cela signifie
que P(a’) est fausse, alors que P(£) est vraie pour £ < o/, contredisant & nouveau 'hypothese.
La seule possibilité est donc qu’il n’existe pas d’ordinal « tel que P(a) soit fausse. O

X La formulation du principe d’induction comme savoir (V€ < a)(P(§)) = P(a)
dispense de séparer le cas de 0 : (V§ < 0)(P(£)) = P(0) équivaut a P(D), puisque
(V€ < 0)(P(€)) est toujours vrai, faute d’ordinal £ vérifiant & < 0. K

2.2.5. Borne supérieure; ’ordinal w.

» Ayant considéré les intersections d'ensembles d'ordinaux, on peut
considérer symétriquement les réunions de tels ensembles. Le résultat est
similaire, mais avec la différence fondamentale qu'on obtient seulement
une borne supérieure et pas nécessairement un plus grand élément. Ceci
mene au résultat que les ordinaux ne forment pas un ensemble, et a
I'introduction de |'ordinal infini w. <

PROPOSITION 2.2.16 (borne supérieure). Tout ensemble d’ordinaux A posse-
de une borne supérieure, a savoir | JA.

DEMONSTRATION. Posons x = [JA. Par le lemme 2.2.7, z est un ensemble d’ordinaux.
D’abord x est transitif comme toute union d’ensembles transitifs. Ensuite soient &,n,( des
éléments de x. Puisque ¢ est un ordinal, on a £ ¢ £ par le lemme 2.2.4(i7). D’autre part,
supposons £ € 1 € (. Il existe par définition o dans A tel que ¢ appartient & . Comme « est
transitif, 7, puis £, appartiennent a . Comme la restriction de € a « est transitive, on déduit
& € (, et la restriction de € a x est un ordre strict.

Soit X une partie non vide de x. Soit £ un élément quelconque de X. Par hypothese, il
existe a dans A tel que £ appartient a a. Alors X N « est une partie de «, qui est non vide
puisqu’elle contient &, et cette partie contient donc un plus petit élément, disons 7. Il s’agit
de voir que 1 est plus petit élément de X, et pas seulement de X N «. Or soit ¢ un élément
quelconque de X. Alors on a ou bien ¢ € «, donc 1 < ¢ par hypotheése, ou bien ¢ ¢ «, donc
a C ¢ par la proposition 2.2.13 d’ou n < a < (. Donc 7 est plus petit élément de X, et la
restriction de € a x est un bon ordre. Donc = est un ordinal.

Pour tout o dans A, on a a C z, donc z est un majorant de A. Inversement, supposons
& < z, c’est-a-dire £ € [JA. Par définition de I'union, cela signifie qu’il existe o dans A vérifiant
£ € a. Donc x est le plus petit des majorants de A, c’est-a-dire qu’il en est borne supérieure. [

Une conséquence directe est que les ordinaux ne forment pas un ensemble :

PROPOSITION 2.2.17 (paradoxe de Burali-Forti). Aucun ensemble ne contient
tous les ordinaux.

®Comme pour la proposition 2.1.6, la restriction sur la propriété P tient au flou de la
formulation ; tout ceci sera précisé dans le chapitre 3
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DEMONSTRATION. Supposons qu’il existe un ensemble contenant tous les ordinaux. Alors,
par séparation, il existe un ensemble Q de tous les ordinaux. Par la proposition 2.2.16, [JQ2
est un ordinal, et on a a < [J? pour tout ordinal a dans 2, donc pour tout ordinal «. En
particulier, on a [JQ < S(UN) < UQ, dou Y2 € SN, contredisant le lemme 2.2.4(i7). O

L’application de la proposition 2.2.16 a la famille des ordinaux n mene a un
nouvel ordinal :

DEFINITION 2.2.18 (omega). On note w la borne supérieure des ordinaux 7
pour n entier.

X Lordinal w est le premier ordinal plus grand que tous les ordinaux finis. Par
construction, il se trouve contenir tous les ordinaux n, et est donc un ensemble
infini ainsi qu’en témoigne l'injection non surjective i — (n+1)". Par conséquent,
w est le premier ordinal infini.

Le point important pour la suite est que w majore tous les ordinaux finis, ce que
Cantor exprimait par le qualificatif transfini. Qu’en tant qu’ensemble, l'ordinal w
se trouve étre infini résulte de la construction adoptée ici, mais c’est un point
secondaire — méme si, et c’est dommage, [’adjectif «infinis a pris le pas sur
« transfini» dans l'usage. X

LEMME 2.2.19. La relation w = |Jw est vérifiée.

DEMONSTRATION. Comme k < n entraine k € 7, les éléments des éléments de w coincident
avec les éléments de w. O

2.2.6. Ordinaux successeurs et limites.

» Lelemme 2.2.19 suggere d'étudier systématiquement I'ensemble | Jo
quand « est un ordinal. Ceci méne a séparer les ordinaux non nuls en
deux familles complémentaires. |

LEMME 2.2.20. Pour tout ordinal o,
- ou bien £ < « entraine S(§) < a pour tout &, et on a alors | Ja = «,
- ou bien il existe o/ tel qu'on ait « = S(c’), et on a alors | Ja = o'.

DEMONSTRATION. Soit o un ordinal quelconque. Par définition, o est un ensemble transitif,
donc on a (Ja C «, soit, puisque (Jo est un ordinal par la proposition 2.2.16, Ja < «a. Par
ailleurs, par la proposition 2.2.12(iii), £ < « entraine S(§) < «. Deux cas sont possibles: ou
bien £ < « entraine toujours S(§) < «, ou bien il existe o’ < « vérifiant S(a’) > «, auquel cas
on a nécessairement S(a’) = a.

Dans le premier cas, pour £ dans «, on a £ < S(§) < a, soit £ € S(§) € «, et donc £ € Ja.
Par conséquent, « est inclus dans (Ja, et on a done [ Ja = o d’apreés ce qui est au-dessus.

Dans le second cas, pour ¢ dans o/, on a §& € o € a, donc & € Ja, soit o/ < Yo
Inversement, par construction, on a Ja = J(S(e’)) = Yo/ U’ C o/, donc Ja < o, et,
finalement, Jo = /. O

DEFINITION 2.2.21 (successeur, limite). Un ordinal a est appelé successeur
(resp. limite) s'il existe ( vérifiant o = S(3) (resp. si v est distinct de 0 et vérifie

a=Ja).
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EXEMPLE 2.2.22. Les ordinaux 1, 2, ... sont des ordinaux successeurs, tandis
que w est un ordinal limite, et c’est le plus petit ordinal limite. La suite des
ordinaux continue ensuite avec de nouveaux ordinaux successeurs: S(w), S?(w),
etc. On peut donc raffiner un peu la représentation des ordinaux comme suggéré
sur la figure 2.11.

S(w
01 2 3 4 .. w | S?*(w)

[0 0 00 0 0 0. 000 o __0o__0__0
ordinaux ﬁni&—| —» ordinaux infinis

FIGURE 2.11. La suite des ordinaux (2) : I'ordinal w n'est successeur
d'aucun ordinal, mais c'est la limite des ordinaux plus petits ; comme la
suite des ordinaux n'est pas un ensemble, il est naturel de I'imaginer tres
longue.

X L’appellation d’ordinal limite provient de la topologie. Pour chaque ordre total
sur un ensemble A, on introduit la topologie dont une base d’ouverts est la famille
des intervalles ouverts |a,b[. La topologie de R s’obtient ainsi a partir de ’ordre
des réels, de méme que la topologie discrete sur Z puisque chaque singleton dans Z
est un intervalle ouvert. Dans le cas des ordinaux, noter que chaque intervalle

ouvert |a, B coincide avec lintervalle semi-ouvert [S(«), G]. X

PROPOSITION 2.2.23 (topologie). Un ordinal est limite (resp. successeur) si
et seulement si c’est un point d’accumulation (resp. un point isolé) pour de la
topologie de I'ordre.

DEMONSTRATION. Soient A un ordinal limite, et U un ouvert contenant \. Par définition, il
existe un intervalle ouvert |o, 8] inclus dans U et contenant A. On a donc o < A < 3. Alors S(«)
est un autre point de cet intervalle, donc de U, ce qui montre que A est point d’accumulation
(& gauche).

Inversement, supposons a = S(a’). Alors on a {a} =]8,S(a)[, et a est donc un point
isolé. O

La partition des ordinaux en 0, ordinaux successeurs et ordinaux limites
permet de reformuler le principe d’induction dans des termes plus voisins de
I'induction sur les entiers:

PROPOSITION 2.2.24 (induction ordinale II). Soit P(«) une propriété pour
laquelle la séparation est valide. Supposons que

« P(0) est vraie;

o si P(«) est vraie, alors P(S(«)) l'est aussi,

e si A est limite et si P(«) est vraie pour a < A, alors P(\) est vraie.

Alors P(«) est vraie pour tout ordinal «.

DEMONSTRATION. Comme pour la proposition 2.2.15, si P(«) n’était pas vraie pour tout a,
il existerait un plus petit élément a tel que P(«) soit fausse, et les trois clauses de 1’énoncé
interdisent respectivement que « soit @, un ordinal successeur, et un ordinal limite. O
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2.2.7. Le théoreme de comparaison.

» A chaque ordinal o est associé un bon ordre, a savoir € [,. Les
ordinaux constituent donc une famille particuliere d'ensembles bien or-
donnés. Une des intéréts de cette construction est que cette famille
fournit un représentant distingué (et un seul) pour chaque type de bon
ordre. |

PROPOSITION 2.2.25 (comparaison). Tout ensemble bien ordonné est isomor-
phe a un unique ordinal.

DEMONSTRATION. Essentiellement, le résultat est dans la proposition 2.1.16: si (A4, <) est
un ensemble bien ordonné, alors on le compare a la suite des ordinaux, et la proposition dit
que ou bien (A, <) est isomorphe & la suite des ordinaux entiére, ou bien cette derniére est
isomorphe & un segment initial de (A, <), ou bien (A, <) est isomorphe & un segment initial
de la suite des ordinaux. Les deux premiers cas sont exclus car la suite des ordinaux n’est pas
un ensemble, donc il ne reste que le troisieme cas, et, comme un segment initial de la suite des
ordinaux est un ordinal, on a le résultat escompté.

Comme la proposition 2.1.16 ne concerne que deux ensembles bien ordonnés, I'argument
précédent peut paraitre un peu rapide, et on peut le reprendre. Soit (A, <) un ensemble bien
ordonné quelconque. On considére la correspondance F' de A vers les ordinaux définie par

F(a) = ¢ si et seulement si I (a) est isomorphe & (£, €).

Comme dans la section 2.1, F est fonctionnelle, c’est-a-dire qu’il existe au plus une valeur de &
pour chaque valeur de a, et injective, c’est-a-dire qu’il existe au plus une valeur de a pour
chaque valeur de €. Donc F' établit un isomorphisme de son domaine sur son image.

Le méme argument que dans la section 2.1 montre que le domaine de F' est A ou un segment
initial de (A, <), et que I'image de F est la suite entiere des ordinaux, ou un segment initial
de celle-ci, et que le cas «segment initial + segment initial » est impossible. Comme aucun
ensemble ne contient tous les ordinaux, le cas ol 'image serait toute la suite des ordinaux est
exclu®, et le seul cas restant est celui ol le domaine de F est A et ou I'image de F est un
segment initial de la suite des ordinaux, c’est-a-dire, par construction, un ordinal. On a donc
ainsi un isomorphisme de (A4, <) sur un ordinal.

Celui-ci est unique, puisque, par le lemme 2.1.15, un bon ordre n’est jamais isomorphe &
un de ses segments initiaux. O

2.3. Arithmétique ordinale

» Par l'intermédiaire du théoreme de comparaison, les opérations sur
les bons ordres définies dans la section 2.1 meénent naturellement a
des opérations sur les ordinaux. Celles-ci permettent en particulier de
spécifier des ordinaux nouveaux et par |a de mieux appréhender la richesse
des ordinaux. <

2.3.1. Un critere.

» Dans la suite, on affirmera souvent soit des égalités, soit des inégalités
strictes ou larges entre des ordinaux, eux-mémes introduits comme les

Scet argument de bon sens n’est pour le moment étayé par aucune démonstration véritable;
on y reviendra au chapitre 3 — comme du reste sur I’ensemble des démonstrations de ce chapitre
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uniques ordinaux isomorphes a divers ensembles bien ordonnés. La métho-
de de démonstration consiste dans la plupart des cas a appliquer le critere
suivant. <

LEMME 2.3.1. Supposons que « et (3 sont deux ordinaux respectivement iso-
morphes a des ensembles bien ordonnés A et B.
(1) Pour montrer a« = (3, il suffit de construire une bijection strictement croissante
de A sur B.
(74) Pour montrer o < (3, il suffit de construire une bijection strictement crois-
sante de A sur un segment initial de B.

(7i1) Pour montrer o < (3, il suffit de construire une injection strictement crois-
sante de A dans B.

DEMONSTRATION. Le point (i) n’est quune reformulation de I'unicité dans la proposi-
tion 2.2.25. Pour (i¢), existence d’un isomorphisme de A dans un segment initial de B entraine
celle d’un isomorphisme de (o, <) sur un segment initial de (3, <). Or le segment initial de (3, <)
déterminé par un élément 7y se trouve coincider, en tant qu’ensemble, avec v lui-méme. Dire
que (a, <) est isomorphe au segment initial de (8, <) déterminé par v équivaut donc & dire que
« est égal & v, et on a alors a =y < 3.

Pour (#ii), une injection croissante de A dans B fournit par transport une injection crois-
sante, disons f, de (a, <) dans (8,<). Si on avait 8 < «, 'application f serait une injec-
tion croissante de (3, <) dans un de ses segments initiaux, contredisant la démonstration du
lemme 2.1.11. Donc 8 < « est faux, et, comme l'ordre des ordinaux est un ordre total, la seule
possibilité est a < 5. O

K On notera que ’existence d’une injection strictement croissante non surjective
de (o, <) dans (8, <) n'entraine pas o < (3 : par exemple, 'application o — S(«)
est une injection strictement croissante non surjective de (w, <) dans lui-méme,
et pourtant on n'a pas w < w. On ne peut conclure a une inégalité stricte que
dans le cas particulier ou limage de ['injection est un segment wnitial du second

ordinal. bS

2.3.2. Addition ordinale.

» La premiere, et plus simple, opération est I'addition des ordinaux. Elle
ressemble a I'addition des entiers, dont elle est (3 isomorphisme pres)
une extension, mais des différences importantes apparaissent dés qu'on
considere les ordinaux infinis. En particulier, I'addition ordinale n'est pas
commutative. <

DEFINITION 2.3.2 (addition ordinale). Pour «, # ordinaux, on définit o 4 /3
comme 'unique ordinal v tel que (7, €) soit isomorphe a («, €) 4 (3, €).

EXEMPLE 2.3.3 (addition ordinale). Pour n et k entiers, Pordinal 7 4 k est
un ordinal qui a n + k éléments, il s’agit donc nécessairement de I'ordinal n + k-
I'application n +— 7 est un homomorphisme injectif de (N, +) dans les ordinaux
munis de I’addition. Donc, en considérant que ’ordinal n est une copie de ’entier n,
on peut dire que I'addition ordinale prolonge I'addition des entiers.
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Calculons maintenant 1+ w. Il s’agit de déterminer I'unique ordinal 7 tel que
I'ordre-somme (1 €)+ (w, €) soit isomorphe & (7, €). Or définissons f : 1Hw — w
par f((0,1)) = 0 et f((£,2) = S(€) pour & € w. L’application f est injective,
puisque S lest, et surjective puisque, par construction, tout élément de w est
soit 0, soit le successeur d'un élément de w. Donc f est une bijection. De plus, f
est strictement croissante puisque f((0,1)) vient avant tout élément de la forme
f((€,2)). Par le lemme 2.3.1(7), on déduit 'égalité 1+w = w. Cette égalité montre
que I’addition des ordinaux n’est pas commutative: on a 1+w = w # S(a) = w+1.
De méme, elle montre que I'addition des ordinaux n’admet pas la simplification
& droite: on a 1 +w = 0 4 w, et pourtant on n’a pas 1 = 0.

PROPOSITION 2.3.4 (1). (i) On a toujours a +0 =0+ a = a.
(43) On a toujours a + 1 = S(a). On a 1 +a = S(a) pour « fini, et 1 +a = «
pour « infini. (i4i) L’addition ordinale est associative: on a toujours (a+ () +~y =
(a+3)+7.

DEMONSTRATION. (i) L’application f définie par f(£,1) = £ est une bijection de AIT& sur
A, et elle est croissante vis-a-vis de 'ordre somme de (A, <) et (@, @). Par le lemme 2.3.1(4),
on déduit o + 0 = . L’argument est similaire pour 0 + o.

(i1) L’application f définie par f((£,1)) = & pour € € a, et f((0,2)) = a définit une bijection
de aI1{0}, c’est-a-dire de o111, sur S(a). Cette bijection est croissante de (a, <)+ (1, <) dans
(S(a), <), car, dans (a, <) + (1, <), I'élément (0,2) est placé apres tous les éléments (£,1), de
méme que, dans (S(a), <), 'élément « est placé apres tous les éléments £ de a. Toujours par
le critere du lemme 2.3.1(4), on déduit o + 1 = S(a).

Une construction symétrique définissant f de 111a dans S(«) par f((0,1)) = 0 et f((&,2) =
S(€) pour € € a fournit une injection croissante de (1, <) + (o, <) dans (S(«), <), mais rien ne
permet d’affirmer la surjectivité en général : le lemme 2.3.1(i77) donne seulement 14 a < S(a).
On distingue deux cas. Supposons d’abord a < w, c’est-a-~dire « fini. Alors f est surjective, et on
déduit 14+a = S(a). En effet, 'image de f consiste en 0 et en tous les ordinaux S(&) pour £ € a,
c’est-a-dire en 0 et en tous les ordinaux successeurs plus petits que S(a): comme a, et S(a),
sont finis, tous les ordinaux plus petits que S(«) et distincts de 0 sont successeurs. Supposons
maintenant a > w. Alors w n’appartient pas & I'image de f. Définissons g : {0} [T @ — a par
g((0,1)) =0, g((£,2) = S(€) pour &€ € w, et g((£,2) = £ pour € € o avec £ > w. Alors g est une
bijection croissante, impliquant 1 4+ a = av.

(794) 1l suffit de montrer que ((o,€) + (8,€)) + (7, €) et (a,€) + ((8,€) + (v,€)) sont

isomorphes, ce qui résulte de la proposition 2.1.20. O

Les liens entre I'addition et I'ordre des ordinaux étendent eux aussi ceux qui
existent dans le cas des entiers, a ceci pres qu’il faut distinguer entre addition a
gauche et addition a droite.

LEMME 2.3.5. Pour «, 3 ordinaux, o < [ est vraie si et seulement il existe
vérifiant o + 6 = 3.

DEMONSTRATION. Par construction, (a, €) est un segment initial de (o, €) + (4, €), donc
a + § = (3 entraine o < . Inversement, supposons a < 3. Alors (8 \ a, €) est un ensemble
bien ordonné, donc il est isomorphe a un ordinal §. Par construction, («, €) est le segment
initial de (3, €) déterminé par «, c’est-a-dire qu'on a a« = {£ € 3 ; £ < a}. Done, dans l'ordre
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sur 3, tous les éléments de 8\ « sont apres tous les éléments de «, ce qui est dire qu'on a
(8,€) 2 (a,€) + (B\ a, €), don légalité o + § = (. O

PROPOSITION 2.3.6 (addition et ordre). (i) Pour chaque ordinal o, I'addition
de « a gauche pour I'addition de « est strictement croissante et continue: 3 < 3
entraine o + 3 < o + [#', et, pour A limite, on a o + A = supg_y(a + ).
(i) Pour chaque ordinal (3, 'addition de [3 a droite est non décroissante et semi-
continue inférieurement : o < o entraine a + 3 < o + 3, et, pour X\ limite, on a

A+ 3 = sup,y\(a+ ).

DEMONSTRATION. (i) Supposons 3 < /3. L’application f définie par f((£,1)) = (£,1) pour
& dans a et f((n,2)) = (n,2) pour n dans § est une injection strictement croissante de (o, <) +
(8, <) sur le segment initial de (o, <) + (4, <) déterminé par a + 3. Par le lemme 2.3.1(4¢), on
déduit a + 8 < a+ 5.

Supposons A limite. D’apres ce qui précede, 5 < A entraine a+ 3 < a+ A, donc, en passant
a la borne supérieure, on a supg_, (o + 3) < a + . Inversement, soit £ < a+ A. Alors ou bien
on a £ < a, ou bien, par le lemme 2.3.5, il existe § vérifiant £ = oo + §. Dans ce cas, £ < a+ A
entraine & < \: il existe donc 8 plus petit que A, a savoir 8 = 6, tel qu'on ait £ < o+ 3, et on
a donc a+ A < sup5<,\(oz +09).

(#4) Supposons a < «. L’application g définie par ¢g((£,1)) = (&,1) pour £ dans « et
f((n,2)) = (n,2) pour i dans [ est une injection strictement croissante de (o, <) + (3, <) dans
(o, <) + (B, <). Par le lemme 2.3.1(i47), on déduit o + 8 < o’ 4+ 3. Supposons enfin A limite.
D’apres ce qui précede, o < A entraine A + 8 > a+ 3, d'ot A+ 5 > sup, (o + 3). O

K D’aprés (i), Uaddition ordinale admet la simplification a gauche: a+0 = a+ '
entraine 3 = 3, et, de la, Uordinal 6 du lemme 2.3.5 est unique ; il pourrait étre
noté 3 — a, une option maladroite car o devrait plutot figurer a gauche de 3. X

Les résultats du point (ii) sont optimaux: on a 0 < 1 mais 0+w = 14w, donc
o < o n'entraine pas a+ 3 < o/ + 3; de méme, on a w+1 > sup,_, (@ +w) = w,
donc, pour A limite, A + 3 n’est pas nécessairement égal a sup,,(a + 3).

La proposition 2.3.6 mene a une caractérisation récursive de l'addition ordi-
nale, ou plus exactement des translations a gauche associées.

COROLLAIRE 2.3.7. Pour tout ordinal o, la translation a gauche pour I’addition
de «, c’est-a-dire I’application £ — « + &, est déterminée par les relations

(2.3.1)

a+0=0a, a+S(B)=Sa+pB), a+X=sup(a+ ) pour X limite.
B<A
L’addition ordinale fournit un outil pour nommer facilement de nouveaux
ordinaux, et on peut prolonger la description esquissée dans la figure 2.11.

2.3.3. Multiplication ordinale.

» La seconde opération est le produit. La multiplication ordinale pro-
longe celle des entiers, mais, comme dans le cas de |'addition, des
différences importantes apparaissent avec les ordinaux infinis, et, en par-
ticulier, la multiplication ordinale n’est ni commutative, ni distributive a
droite par rapport a I'addition. <
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o~~~ o~ w+1 - w—l—w
01 234 .. w | wtd ... /+W+1
oréinaux finis 4_ __ 5 ordinaux 1nfinis WrwL2
w+w—|—w+c<‘ wWt+w-+w
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FIGURE 2.12. La suite des ordinaux (3): I'opération £ — {+w permet de
faire des sauts de taille w inaccessibles a I'opération successeur, par exemple
Wtwouw+w+tw

DEFINITION 2.3.8 (multiplication ordinale). Pour «,( ordinaux, on définit
a3 comme 'unique ordinal v tel que (v, €) soit isomorphe a («, €) x (3, €).

EXEMPLE 2.3.9 (multiplication ordinale). Pour n et k entiers, I'ordinal -k
est un ordinal qui a nk éléments, il s’agit donc nécessairement de Dordinal nk :
lapplication n +— 7 est un homomorphisme injectif de (N, x) dans lesordinaux
munis du produit. A l'identification de n avec n pres, la multiplication ordinale
prolonge celle des entiers naturels.

Comme autre exemple, calculons 2-w. Il s’agit de w copies de 2, ¢’est-a-dire de
{0,1}, placées bout a bout. Définissons f : {0,1} x w — w par f((0,£)) =& +¢
et f((1,€)) = &€+ €4 1. Alors f est une bijection strictement croissante de
(2, <) x (w, <) sur (w,<). On a donc 2-w = w.

PROPOSITION 2.3.10 (1). (i) On a toujours a-0 = 0-a = 0, et 1-a = a-1 = «v.
(74) La multiplication ordinale est associative et distributive a gauche par rapport
a l'addition : on a toujours (a-f3)-y = (a-03)y et a-(f+ ) = a0 + a-y.

DEMONSTRATION. (i) Comme les produits cartésiens a x @ et @ x a sont vides, les deux
premieres égalités sont claires. Ensuitg7 les aipplications définies par £ — (£,0 et £ — (0,¢)
établissent une bijection de v sur a x {0} et {0} x « respectivement. Ces bijections sont stricte-
ment croissantes, et on obtient les deux dernieres égalités.

Le point (4i7) est une application directe de la proposition 2.1.24 sur addition et la multi-
plication des ordres. O

Comme on a 2 = 1 + 1, la distributivité de la multiplication entraine o-2 =
a+a pour tout ordinal « et, inductivement, a-n = a+---+a, n fois o, pour tout
entier n. En particulier, on a w-2 = w + w. Par contre, on a vu qu’on a 2-w = w.
Donc la multiplication ordinale n’est pas commutative ; puisqu’on a

I+Dw=2w=w#wtw=1w+1w,

et donc la multiplication ordinale n’est pas non plus distributive a droite par
rapport a l'addition.

Grace a la multiplication ordinale, on peut enrichir a nouveau le schéma de
la suite des ordinaux illustré la figure 2.12.
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001331 witl .5 5
S Cocon JCCRpEITY
ordinaux ﬁnisﬁ —> ordinaux infinis w-2 42
w-4 w3

Ww Ww + iw-w+w W W-w W W-w-w
! I wwtw2] !

FIGURE 2.13. La suite des ordinaux (4) : noter qu'on a w2 = w + w,
w3 = w+ w+ w, etc. L'opération & — &-w permet de faire des sauts
encore plus grands, et d'atteindre des ordinaux inaccessibles a I'addition,
comme w-w oU wW-w-w

2.3.4. Division euclidienne.

» Méme si, par certains cotés, elles different beaucoup de I'addition
et de la multiplication des entiers, I'addition et la multiplication des
ordinaux donnent lieu a une division euclidienne tout a fait analogue.

<4

On commence par un énoncé préliminaire qui sera précisé plus loin.

LEMME 2.3.11. Pour tout ordinal v vérifiant v < «-f3, il existe un couple
d’ordinaux (p, o) avec p < o et 0 < (3 vérifiant v = -0 + p.

DEMONSTRATION. Le résultat étant vide pour o = 0, on suppose a > 0. Par définition, il
existe un isomorphisme f de (o, €) x (8, €) sur (a0, €). Soit v un ordinal plus petit que a3,
done, par construction, un élément de a-3. Posons (p,0) = f~1(v). Par construction, on a
p < a et o < (. Toujours par construction, (7, €) est le segment initial de (a3, €), et il est
donc isomorphe au segment initial de («, €) x (8, €) déterminé par (o, p). Par définition de
Pordre-produit, ce segment initial consiste en les couples (£,n) vérifiant £ < a et n < o, suivis
par les couples (o,n) vérifiant n < p. Il est donc isomorphe & l'ordinal a-o + p. On a donc égalité
des ordinaux v et a0 + p. O

Une premiere application est 1’étude de la compatibilité de la multiplication
ordinale avec 1’ordre.

PROPOSITION 2.3.12 (multiplication et ordre). (i) Pour chaque ordinal o dis-
tinct de 0, la multiplication par o & gauche est strictement croissante et continue:
B < (' entraine -3 < a-[¥', et, pour A limite, on a a-\ = supg_, a-f3.

(i) Pour chaque ordinal (3, la multiplication par 3 a droite est non décroissante
et semi-continue inférieurement : o < o entraine o~ < o'-(3, et, pour X\ limite,
on a A3 = sup,., a-f.

DEMONSTRATION. (i) Supposons a > 1 et 3 < (. L’application identité sur o x 4 définit un
isomorphisme de ((a, <) x (3, <)) sur le segment initial de (a, <) x (', <) déterminé par (0, 3).
Par le lemme 2.3.1(#%), on en déduit a0 < a-3'.

Supposons A limite. Le résultat précédent entraine a-A > supg. ) a-f. Inversement, sup-

posons £ < a-A. Par le lemme 2.3.11, il existe un couple (p, o) dans o X A vérifiant £ = a-0 + p.
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On a donc
E=ao+p<acta=aoc+al=a(+1)=aS(0),
ce qui montre qu’il existe 3 plus petit que A, a savoir 8 = S(o), vérifiant £ < «-8. On a donc
a-A <supgey a-f.
(#i) Supposons a < . L’application identité sur a x 8 définit une injection strictement
croissante de ((a, <) x (8,<)) dans (o/,<) x (6,<). Par le lemme 2.3.1(4i7), on en déduit
a-ff < o-8. Pour X limite, on déduit a-\ > SUpg.y . O

Une conséquence du point (7) est que la multiplication ordinale restreinte aux
ordinaux non nuls admet la simplification a gauche: a-3 = a3’ entraine 3 =
pour o # 0.

Comme dans le cas de I'addition, le point (ii) est optimal: on a 0<l<2et
l.w=2w=w, donc 0 < @ < ¢ n'entraine pas a-G < /-3 en général ; de méme,
pour A limite, A\-3 n’est pas nécessairement égal a sup, a-f.

Une autre application est une caractérisation récursive des translations a
gauche associées a la multiplication ordinale.

COROLLAIRE 2.3.13. Pour tout ordinal «, la translation a gauche pour la
multiplication par «, c’est-a-dire I'application x — «a-x, est déterminée par les
relations

(2.3.2) a0=0, aS(B)=af+a, a=sup(af) pour\ limite.
B<A

On peut alors établir I'unicité des ordinaux mis en jeu dans le lemme 2.3.11,
et déduire I'énoncé optimal pour la division euclidienne des ordinaux, analogue
complet a la division euclidienne des entiers:

PROPOSITION 2.3.14 (division). Pour tout ordinal 3, et tout ordinal non nul c,
il existe un unique couple d’ordinaux (p, o) vérifiant f = a-0 + p avec p < «; on
a de plus o0 < 3.

DEMONSTRATION. Par la proposition 2.3.12(ii), 1 < a implique 8 = 1-8 < - < a-S(B).
Appliquant le lemme 2.3.11, on obtient I’existence de (p, o) vérifiant § = a-o + p avec p < a.
On obtient de plus ¢ < a0 < a-0 + p = 3, donc nécessairement o < .

Reste & montrer I'unicité. Considérons deux ordinaux a-o + p et -0’ 4+ p’ avec p,p’ < «a.
Supposons o < ¢, donc o 4+ 1 < o’. On déduit des propositions 2.3.6 et 2.3.12

act+p<act+a=a(oc+1) <ao <ad +p,

donc -0+ p # a-0’ 4+ p'. L’argument est symétrique pour o > ¢’. Supposons maintenant o = ¢’
et p < p'. Il vient directement a-c+p < a-oc+p' = a0’ +p’, donc & nouveau a-o+p # a-a’+p/,
et de méme pour p > p'. O

Noter que, dans la division ordinale, le quotient o n’est pas nécessairement
plus petit que le dividende (: la division de w par 2 est w = 2:w + 0, avec un
quotient w égal au dividende, et un reste nul.
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2.3.5. Exponentiation ordinale.
» On termine avec I'exponentiation. <

DEFINITION 2.3.15 (exponentiation ordinale). Pour a, 3 ordinaux, on définit o”
comme I'unique ordinal 7 tel que (v, €) soit isomorphe & («, €)(5€),

EXEMPLE 2.3.16 (exponentiation ordinale). Pour n,k entiers, k est un en-
semble fini, et 7% est 'ensemble de toutes les applications de k dans n, est a
donc n¥ éléments. On a donc nécessairement ¥ = n* : Pexponentiation ordinale
prolonge I’exponentiation des entiers.

Calculons 2¢. 1l s’agit de déterminer I'unique ordinal isomorphe & ({0,1}, <
)@<). Le domaine est ici I'ensemble des fonctions de w dans {0,1} & support
fini, ¢’est-a-dire valant 1 pour un nombre fini de valeurs, et I'ordre est 1'ordre
lexicographique inverse. Par construction, la fonction constante cz de valeur 0
est le plus élément. Si f, g sont distinctes de cg, et si, avec les notations de la
démonstration de la proposition 2.1.27, on a s1(f) < s1(g), c’est-a~dire si le plus
grand élément du support de f est plus petit que le plus petit élément du support
de g, alors on a f < g par définition. Pour chaque élément n de w, le nombre
de fonctions f de w dans {0,1} vérifiant s,(f) = 7 est égal & 2". Il en résulte,
classées par ordre croissant, les fonctions de w dans {0,1} & support fini sont
d’abord ¢, puis I'unique fonction dont le s; vaut 0, puis les 2 fonctions dont le
s1 vaut 1, puis les 4 fonctions dont le s; vaut 2, les 8 fonctions dont le s; vaut 3
ete. L'ordre ainsi obtenu est celui de w, et on a donc la valeur 2% = w.

PROPOSITION 2.3.17 (1). (i) On a toujours o® = 1, o' = a, et 1° = 1; pour
B +#0,ona0®=0.
(ii) On a toujours a”™7 = af-a7 et a7 = (o).

DEMONSTRATION. (i) Il existe une seule application (& support fini) de @ dans «, & savoir
I’application vide. L’ensemble o(® est un singleton, et donc (04(6), €) est isomorphe a (I,¢€).
L’application f +— f(0) établit une bijection de a*) sur a, et, par définition des ordres, elle
est strictement croissante, d’ott ol = a. Ensuite, il existe une seule apphcatlon (a support ﬁnl)
de § dans 1, & savoir I'application constante de valeur 0. On a donc toujours 1? = 1, puisque 1
est le seul ordinal & un élément. Enfin, si § n’est pas vide, il n’existe aucune apphcatlon de 0

vers I’ensemble vide, donc on doit avoir 08 = 0.
Le point (i7) est conséquence directe de la proposition 2.1.28. O

Partant de (ii), une induction immédiate donne pour tout entier n 1'égalité
a" = a-...-a, avec n fois a. Comme dans le cas de 'addition et de la multi-
plication ordinales, on étudie le comportement de ’exponentiation vis-a-vis de
Iordre.

PROPOSITION 2.3.18 (1). (i) Pour chaque ordinal a distinct de 0 et 1, I'expo-
nentiation de base « est strictement croissante et continue : 3 < (3’ entraine
a? <o, et, pour \ limite, on a o* = SUpg. ) aP.

(11) Pour chaque ordinal (3, I'exponentiation d’exposant (3 est non décroissante et



62 Logique (Patrick Dehornoy), Chapitre 2: Les ordinaux

semi-continue inférieurement : o < o entraine o < o/, et, pour \ limite, on a
M > sup, ., af.

DEMONSTRATION. (i) Supposons o > 2 et 3 < (. L’application F définie par F(f) = fls
définit un isomorphisme de (a, <)(®<) sur le segment initial de (a, <)#<) déterminé par la
fonction valant 1 en 3 et 0 partout ailleurs. Par le lemme 2.3.1(i7), on déduit o < a?.

Supposons A limite. Par ce qui précede, 3 < A entraine o’ < o, donc on a a* > SUPgcy &
b. Inversement, supposons & < a’. Il s’agit de montrer qu’il existe 3 < A tel qu'on ait & < o,
c’est-a-dire encore que, pour toute fonction a support fini f de A dans «, le segment initial
de o™ déterminé par f peut étre plongé dans un segment initial d’un ordinal o avec § < A.
Or, soit f une telle fonction. Le plus grand élément du support de f est un élément de A, et,
comme A est limite, il existe 8 vérifiant 5 < A et tel que tout élément du support de f soit
plus petit que §. L’application qui a toute fonction de A dans « plus petite que f associe sa
restriction a (3 est injective, car toute telle fonction a un support inclus dans 8. On obtient ainsi
une isomorphisme entre le segment initial déterminé par f et un segment initial d’un ordinal o/
avec < A, comme souhaité.

(#4) Supposons a < o'. L’application identité de a® dans o/ définit une injection crois-
sante de (a, <)®<) dans (a/, <)#<), et on déduit o < o/’ par le lemme 2.3.1(iid). O

Le point (i) entraine que I'exponentielle de base 2 au moins est injective: pour

> 2, la relation o = o entraine 3 = 3. Les résultats de (7) sont optimaux :

ona?2<4etds = (22 =22 = 2 (et la valeur commune est w), donc o < o

n’entraine pas o < /P en général. De méme, on a w* > w? pour tout ordinal
fini 3, donc en particulier w* > w, alors qu'on a sup,., @ = w.

COROLLAIRE 2.3.19. Pour tout ordinal o, la translation a gauche x — «o” est
déterminée par les relations

(2.3.3) =1, P =afqa, o= sup(a?) pour X limite.
B

Grace a 'exponentiation, on peut allonger une nouvelle fois le schéma de la
suite des ordinaux.

2.3.6. Ordinaux non dénombrables.

» Les opérations arithmétiques ordinales permettent de spécifier des
ordinaux transfinis de plus en plus grands, par exemple w, w* W,
etc. L'opération de passage a la borne supérieure permet d’ aller plus
loin, par exemple en introduisant I'ordinal

g0 = sup{w, w?, W W L)
qui apparait gigantesque. Pour autant, tous les ordinaux précédents, y
compris €q, restent relativement petits puisque, en tant qu'ensembles,
ils sont dénombrables. En effet, les arguments rappelés au chapitre 1
montrent que, si A et B sont des ensembles dénombrables, il en est
de méme des ensembles A1l B, A x B, et A®). Par contre, de méme
qu’elle a permis d'introduire |'ordinal w comme borne supérieure de tous
les ordinaux finis, la proposition 2.2.16 permet d'introduire des ordinaux
non dénombrables qui dominent tous les ordinaux dénombrables. |
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001331 ikl 5
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FIGURE 2.14. La suite des ordinaux (5); on a w? = w-w, w? = www,
etc. L'opération £ +— £ permet d'atteindre des ordinaux inaccessibles a
I'addition et a la multiplication, comme w* ou w*”

PROPOSITION 2.3.20 (non injection). Pour chaque ordinal infini o, I'ensemble
des ordinaux s’injectant dans « est un ordinal, et c’est le plus petit ordinal qui
ne s’injecte pas dans a.

DEMONSTRATION. Soit A l'ensemble des ordinaux s’injectant dans «, c’est-a-dire en bi-
jection avec a ou avec un ordinal inférieur & a. Posons § = [JA. Alors § est un ordinal.
Par hypothese, A contient au moins un ordinal infini, a savoir . Si 6 est un ordinal infini,
Iapplication définie par f(0) = a, f(7) = (n — 1) pour n > 1 et f(£) = & pour & > w est une
bijection de # sur S(#). Donc 6 € A entraine S(f) € A. Par conséquent, A n’a pas de plus grand
élément, et 6 € A entraine 6 < . S’il existait une injection de § dans «, alors  serait dans A,
et on aurait donc 5 < |JA = 3, ce qui est impossible. O

NoTATION 2.3.21. On pose wy = w, puis, de proche en proche, on définit w,, ;1
comme le plus petit ordinal qui ne s’injecte pas dans w,,.

Par exemple, w; est le plus petit ordinal qui ne s’injecte pas dans w, c’est-
a-dire n’est ni fini, ni dénombrable. Par la proposition ci-dessus, w; est la borne
supérieure de I’ensemble des ordinaux finis ou dénombrables. Comme tout ordinal
fini est inférieur a tout ordinal dénombrable, w; est également la borne supérieure
de I’ensemble des ordinaux dénombrables. De méme, ws est la borne supérieure de
I’ensemble des ordinaux s’injectant dans wy, lesquels se composent des ordinaux
finis, suivis des ordinaux dénombrables, suivis des ordinaux en bijection avec w;.
Par conséquent, w, est aussi la borne supérieure des ordinaux en bijection avec w .

Reprenant une derniere fois le schéma de la suite des ordinaux, on peut donc
encore le prolonger.

2.4. Deux applications

» Lesordinaux et leur arithmétique constituent une extension de |'arith-
métique, un prolongement au-dela du fini de la suite des entiers naturels.
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FIGURE 2.15. La suite des ordinaux (6) : au-dela de tous les ordinaux
dénombrables commencent les ordinaux non dénombrables, inaccessibles
par les opérations arithmétiques: w1, wo, ...

La possibilité de compter avec des nombres transfinis — et surtout de le
faire en préservant la propriété de bon ordre qui fonde les récurrences —
mene a des arguments et des résultats nouveaux. Ceci apparaitra souvent
dans la suite de ce texte ou les ordinaux jouent un réle fondamental. Pour
le moment, on mentionne ici deux applications directes des ordinaux, le
théoreme de Cantor-Bendixson en topologie et le théoreme de Goodstein
en arithmétique. |

2.4.1. Le théoréeme de Cantor-Bendixson.

» Démontré en 1883 par Cantor et par Bendixson, le théoreme concerne
les sous-ensembles fermés de R — et plus généralement de tout espace
métrique séparable et complet — et leurs points d'accumulation. La
démonstration utilisant les ordinaux est spécialement naturelle. |

DEFINITION 2.4.1 (parfait). Un espace topologique est dit parfait si tout point
est point d’accumulation.

PROPOSITION 2.4.2 (théoreme de Cantor-Bendixson). Tout fermé de R est
réunion d’un ensemble parfait et d’'un ensemble fini ou dénombrable.

DEMONSTRATION. Pour X inclus dans R, notons X ’ensemble des points d’accumulation
de X. Si X est fermé, on a 0X C X, et dire que X est parfait signifie qu’on a X = X. Fixons
une numérotation Uy, Us, ... des intervalles ouverts de R a extrémités rationnelles, et, pour x
dans X\ 0X, posons p(x, X) := inf{p; UpyNX = {«}}. Alors 2 — p(z, X) est injective puisque,
pour y # x, on a x € Upy x) et ¥ & Up(z,x)- Il en résulte que X \ 90X est au plus dénombrable.
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Soit F' un fermé. On construit par récurrence une suite de fermés de R indexée par les
ordinaux en posant ”

Fy:=F, F, i:=0F, F\x:= ﬂ F, pour )\ limite.
a<A

Comme F est fermé, la suite est décroissante pour I'inclusion (au sens large). Pour chaque
ordinal « tel que Fy, \ F, 1 soit non vide, soit p(a) := inf{p(z, Fy) ; © € Fy \ F,,1}. Supposons
a < f, et p(a),p(B) définis. Comme Fp est inclus dans F,_ 7, aucun des points de Fj n’est
dans F,, \ F, 7, donc on a certainement p(3) # p(c), et donc la famille des ordinaux « vérifiant
Fo \ F,,1 # @ est au plus dénombrable. Par conséquent, il existe un ordinal dénombrable ¢
vérifiant Fy = I, 1, c’est-a-dire Fp = 0Fp. On a alors F' = FpUlJ,¢(Fu \ F, 7). Par construc-
tion, Fy est parfait, tandis que le second terme, union dénombrable d’ensembles dénombrables,
est dénombrable. O

X Le théoreme de Cantor—Bendixzson montre que I’hypothése du continu est vraie
pour les fermés. En effet, il est facile de vérifier qu’un sous-ensemble parfait de R
est en bijection avec P(N), donc avec R. Par conséquent, si F' est un fermé de R,
il s’écrit ' = P U D avec P parfait et D fini ou dénombrable : ou bien P est
vide, et F' est au plus dénombrable, ou bien P est non vide, et F' est en bijection
avec R. XK

2.4.2. Suites de Goodstein.

» On passe a l'arithmétique des nombres entiers. Les suites de Good-
stein sont des suites d'entiers définies par une récurrence simple et dont
le comportement sur les premieres valeurs suggere une croissance tres
rapide. Pourtant, un résultat tres paradoxal affirme que toute suite de
Goodstein finit par s’annuler, une conséquence directe du fait que la
suite des ordinaux est bien ordonnée. <

Ecrire un entier n en base p consiste a décomposer n sous forme d’une somme
décroissante

n :p"l.cl + ... +pnkck

ou les chiffres ¢; sont compris entre 1 et p—1, et ou les exposants e; sont des entiers,
nécessairement strictement inférieurs a n. On peut alors exprimer les exposants n;
eux-meémes en base p, et itérer le processus. On appellera représentation de n en
base p itérée la décomposition ainsi obtenue: par définition, il s’agit d’exprimer n
au moyen des entiers 1 a p — 1, de la somme, des p — 1 multiplications par 1, ...,
p — 1, et de I'exponentiation de base p.

EXEMPLE 2.4.3 (base p itérée). Soit n = 26. La décomposition de n en base 2
est 26 = 2% 4+ 23 + 21 la décomposition de 4 est 4 = 22, celle de 3 est 3 = 2! 41,

“On a montré que les ordinaux forment une suite bien ordonnée, ce qui légitime le principe
des démonstrations par induction ordinale ; on utilise ci-apres une construction par récursion
ordinale, dont la légitimité découle, mais au prix d’une vérification qui ne sera donnée qu’au
chapitre 3 ; la démonstration en cours est donc anachronique.
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1
et, finalement, la décomposition de 26 en base 2 itérée est 22 4 9241 4 91 De
méme, sa décomposition en base 3 itérée est 32-2 + 3.2 + 2 8.

DEFINITION 2.4.4 (suites de Goodstein). (i) Pour ¢ > p > 2, on définit f,,
fonction de N dans N comme suit : f,,(n) est I'entier obtenu en formant la
décomposition de n en base p itérée, en y remplagant partout p par ¢, et en
évaluant le résultat.

(17) Pour chaque entier a, on définit une suite d’entiers go(a), gs(a),... en
partant de g(a) := a puis en posant inductivement

gp+1(a) = fp,p+1 (gp(a)) —1
si gp(a) est non nul, et g,11(a) =0 si g,(a) est nul.

EXEMPLE 2.4.5 (suites de Goodstein). Pour les fonctions f, 4, on trouve par
exemple :

[3,4(26) = f34(2:3% +2:342) =242 424 + 2 =42,

F23(26) = fos (22 + 22"+ £ o1y = 33" 4 3341 31 = 39 4 31 4 3 = 19767
Considérons alors la suite de Goodstein pour a = 5. On part de go(5) = 5 = 22 +1.
On a ensuite g3(5) = fo3(5) —1 = (3% +1) —1 =27 = 33", puis, successivement,

9a(5) = f34(27) — 1= (4%) — 1 =255 = 43-3 4+ 42.3 + 41.3 + 3,

g5(5) = f15(255)—1 = (53-3+5%-3+5"3+3)—1 = 447 = 5%-3+5%-3+5'-3+2,

96(5) = f56(447)—1 = (63-3+6%3+6"3+2)—1 = 775 = 6>-3+6%-3+6'-3+1,

et la suite des g,(5) continue ainsi & croitre résolument.
Et, pourtant, on a le résultat suivant:

PROPOSITION 2.4.6 (théoreme de Goodstein). Pour tout entier a, la suite des
entiers g,(a) converge vers 0 : il existe un entier p vérifiant g,(a) = 0.

DEMONSTRATION. L’argument est extrémement simple & partir du moment ot on peut
utiliser I'arithmétique ordinale. Pour cela, nous introduisons, pour chaque entier p, une fonc-
tion fp . de N dans les ordinaux sur le modele de f, ;: fp. est 'ordinal obtenu en écrivant n
en base p itérée, puis en remplagant chaque entier k plus petit que p par k et chaque entier p
par w. Ainsi, par exemple, on a

F20(26) = fo(2%° 42271 £ 2) = 0" p et 4w,

Supposons démontré que chaque application f, ., est croissante. Pour p > 2, on pose gp(a) =
fpw(gp(a)). Pour chaque entier a, on a ainsi une suite d’ordinaux gs(a),gs(a),.... Or, par
contruction, on a, pour tout p tel que gp(a) soit non nul,

gp+1(a) = fpr1,0(9p+1(a)) = fra1w(fppri(gp(a)) — 1)
< fp-&-l,w(fpm-‘rl(gp(a))) = fp,w(gp(a)) = gp(a)~

En effet, pour tout n, on a fpi1.6(fpp+1(n)) = fpw(n), de méme que, plus généralement et
par construction, on a fy,(fp.q(n)) = fpr(n) quels que soient p,g,r. Comme il n’existe pas

8Pour 2, on a écrit 2! dans le cas de la base 2 itérée, car 2 n’est pas un chiffre en base 2,
alors qu’on a écrit simplement 2 dans le cas de la base 3, car 2 est alors un chiffre, c’est-a-dire

un entier plus petit que la base choisie
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g2(a) =——= ga(a) - g3(a) —— gs(a) - ga(a) —— ...
[ fou [ s [ e [ 1 [ 1

goa) ——— o ——— g3(a) ——— o ——— gfa) —

f2,3 —1 f34 —1

FIGURE 2.16. Démonstration du théoreme de Goodstein : en bas, les
entiers, en haut, leurs images chez les ordinaux infinis, qui gomment les
changements de base ; ne restent alors que les —1 qui forcent la décroissante
aussi longtemps que 0 n'est pas atteint.

de suite infinie décroissante d’ordinaux, il doit exister un entier p tel que g,(a) soit nul (cf.
figure 2.16. O

Il ne reste donc qu’a montrer le résultat auxiliaire suivant :

LEMME 2.4.7. Pour tout p et tout n, on a f,,(n) < fyw(n+1).

DEMONSTRATION. On fixe p au moins égal & 2, et on montre le résultat par induction sur n.
Pour n =0, on a f,,(n) =0, et f,w(n+1) =1, donc le résultat est vrai. Supposons n > 0.
Décomposons n sous la forme

n= pnil’cn—l + - erl‘cl +PO'CO>
ou les coefficients ¢ sont compris entre 0 et p — 1. Par définition, on a
(2.4.1) fowm) =wlre= D~ e 4 Wl ).

Soit m le plus petit entier tel que le coefficient ¢, ne soit pas égal a p—1. Alors, par construction,
on a

n+1=p" te, g+ +p™(cm + 1),

d’ou
(2.4.2) fpwn+1)= whrem=D.c~ 4 4 wfm(m)-(c;n +1).
Posons o = wlre= Ve~ 4. wlrwlm).er v = fpw(m), Ym-1 = fpw(m—1), ..., v =

fp.w(0) (donc vp = 0). D’apres 2.4.1 et 2.4.2, on a
from) =a+wm e, 1+ + w6, from+1)=a+w.

Par hypothese d’induction, on a v > 1 > ... > 7,,. Alors des applications répétées de la
proposition 2.3.18 donnent

wﬁm—l,cn;_l_‘_,,__i_w’yo,c"o <w’Y’

d’ol fpw(n) < fpw(n+1) en ajoutant o & gauche. O

X Le point essentiel dans la démonstration précédente est [’existence de 'ordinal w,
c’est-a-dire l'existence d’un nombre transfini qui domine tous les entiers a la
fag:on dont w le fait, donc en gros quz soit tel que la distance de 3 a w soit la
meéme que celle de 2 a w, conjuguée a existence d’une arithmétique cohérente et
d’un bon ordre sur ces nombres transfinis. Pour ce qui est des derniers éléments,
arithmétique et bon ordre, ils apparaissent d’une certaine facon automatiquement
lorsqu’on développe I’étude des ordinauz comme on l’a fait ici. Reste [’existence
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de l'ordinal w lui-méme, qui n’est peut-étre pas si bénigne que ['intuition semble

le dire d’abord. b

Exercices

EXERCICE 2.1 (anti bon ordre). On suppose que (A, <) est un ensemble bien ordonné, et
que (A,>) est aussi un ensemble bien ordonné, c’est-a-dire que toute partie non vide de A
possede un plus petit et un plus grand élément. Montrer que A est fini. [Utiliser la proposi-
tion 2.1.16.]

EXERCICE 2.2 (ordres denses). Supposons que < est un ordre total sur A. On dit que <
est dense si, toutes les fois qu’on a a < b, il existe ¢ vérifiant a < ¢ < b.

(i) Montrer qu’un bon ordre n’est jamais dense.

(#4) Montrer que tout ordre dénombrable dense sans minimum ni maximum est isomorphe
a lordre des rationnels. [Supposant (A, <) dénombrable, dense, sans minimum ni maximum, on
fixe une numérotation des éléments de A, soit ag, a1, ..., et une numérotation des rationnels,
soit go, ¢1, ... Construire inductivement un isomorphisme f de (A, < sur (Q, <) comme suit :
a la 2i-ieme étape, on regarde I’élément a; de plus petit indice pour lequel f(a;) n’a pas encore
été défini, et on pose f(a;) = g;, ou j est minimal tel que g; n’est pas encore dans l'image de f
et a; et ¢; vérifient les mémes contraintes d’ordre par rapport aux valeurs déja définies de f; &
la 2i + 1-ieme étape, on fait de méme en considérant le premier rationnel ¢; non encore dans
I'image de f, et en posant f_l(qj) = a;, ou ¢ est minimal tel que a; n’est pas encore dans le
domaine de f et a; et g; vérifient les mémes contraintes d’ordre par rapport aux valeurs déja
définies de f.]

EXERCICE 2.3 (transitif). Montrer que, si A et B sont des ensembles transitifs, il en est de
méme de AU B et de AUBU{A, B}.

EXERCICE 2.4 (rang). On pose Vo = &, et, inductivement, V,, = B(V,,—1) pour n > 1.
Montrer que chaque ensemble V;, est transitif et qu'on a |JV,, = V;,—1 pour n > 1.

EXERCICE 2.5 (somme d’ordres). Soit (A4, <) un ensemble ordonné, et a un élément de A.
Montrer que (A, <) est isomorphe & la somme de (I-(a),<) et de (A \ I<(a), <).

EXERCICE 2.6. Soit a un ordinal au moins égal & 2. Montrer qu'il y a équivalence entre (4)
Pour tous 8,7 < a, on a B+ < «; (i7) Pour tout 8 < a;, on a S+« = a. (On pourra considérer
séparément le cas ol «v est successeur et celui ou il est limite). Montrer que ces propriétés sont

vraies pour o = w et a = w?.

EXERCICE 2.7 (ordinaux limites). Montrer qu'un ordinal « est limite si et seulement si il
existe (3 tel qu’on ait a = w-(.

EXERCICE 2.8 (suites de Goodstein). Calculer le plus petit entier p vérifiant g,(2) = 0;
méme question pour g,(3), et pour g,(4).



