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Résumé

Les structures des arbres, des listes, des piles et des queues sont sou-
vent utilisées en programmation logique et programmation logique avec
contraintes. Il est donc important de pourvoir résoudre ou décider des
contraintes dans ces structures. Les listes et les piles peuvent être consi-
dérées comme des cas spéciaux des arbres, mais ce n’est pas le cas des
queues avec les opérations d’ajout d’un élément à gauche ou à droite.
Nous présentons dans ce papier un algorithme de décision dans l’algèbre
des arbres finis ou infinis étendus avec des queues. De cet algorithme dé-
coule un résultat en logique : la complétude et la décidabilité de la théorie
du premier ordre de cet algèbre.

The structures of trees, lists, stacks and queues are usually used in
logic programming or constraint logic programming. It is then important
to be capable to solve or to decide constraints in these structures. Lists
and stacks can be considered as special cases of trees, but it is not the case
for queues with left- and right-insert operations. We present in this paper
a decision algorithm in the algebra of finite or infinite trees extended with
queues. This algorithm gives a result in logic : the completeness and the
decidability of the first-order theory of this algebra.

1 Introduction
Dans la programmation logique (PL) ou la programmation logique avec

contraintes (PLC), la structure d’arbres et les structures de listes, de piles ou
de queues sont souvent utilisées. On se trouve donc face à décider ou à ré-
soudre des contraintes dans ces structures. Les listes et les piles avec l’opération
d’ajout d’un élément à gauche pour les listes et à droite pour les piles peuvent
être considérées comme des cas spéciaux des arbres. Une procédure de décision
d’une algèbre des arbres s’applique donc habituellement aux arbres avec listes et
piles. Les queues avec les opérations d’ajout à gauche ou à droite ne peuvent pas
être considérées comme des arbres, car une queue peut être construite de diffé-
rentes façons, ce qui contrarie une des propriétés principales des arbres. Dans
des implantations de la PL ou la PLC, les queues sont souvent représentées par
des différences de listes. Afin de préserver et de mieux exploiter les propriétés
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spécifiques des queues, il est intéressant de les considérer comme une extension
des arbres. Il est donc important de pouvoir décider et résoudre des contraintes
dans cette extension.

La décision dans des algèbres des arbres font déjà l’objet de plusieurs études.
Dans le cas des arbres finis nous référons aux travaux de A. Malcev [12], K. L.
Clark [1], K. Kunen [9] et H. Comon [4]. Pour les arbres finis ou infinis, M. Maher
a proposé une axiomatisation complète ainsi qu’une procédure de décision [11].
Un algorithme de résolution de contraintes du premier ordre dans les algèbres
des arbres est proposé en [5, 7] et qui fait d’office la décision pour les formules
closes.

Des extensions d’arbres avec d’autres structures sont étudiées dans diffé-
rents travaux. Dans le cas d’extension de la théorie des arbres avec une théorie
flexible, par exemple la théorie des rationnels additifs, une axiomatisation ainsi
qu’une procédure de décision sont proposées [6]. Une procédure de décision dans
l’algèbre des termes avec des contraintes d’entiers est proposée en [15].

Nous considérons dans ce papier l’algèbre des arbres finis ou infinis étendus
avec des queues, définis sur un ensemble infini de symboles de fonction. Nous
nous intéressons à cet algèbre car les arbres avec un ensemble infini de symboles
de fonction modélisent la base de la PL ou de la PLC [3, 8]. L’extension avec
des queues n’est pas simplement d’avoir des queues en plus des arbres, mais une
structure où un arbre peut avoir une partie qui est une queue, ou les éléments
d’une queue peuvent être des arbres ou de nouveau des queues. La théorie des
queues n’étant pas flexible, le cadre de [6] ne peut s’appliquer pour déduire une
procédure de décision dans l’algèbre. La combinaison des arbres et des queues
étant fine et étroite, les méthodes générales de décision dans une combinaison de
théories comme Nelson-Oppen [13] ne peuvent non plus s’appliquer. T. Rybina
et A. Voronkov ont proposé un algorithme de décision dans l’algèbre des arbres
finis avec queues [14]. Cependant l’algèbre étudiée est des arbres finis construits
sur un ensemble fini de symboles de fonction, ce qui fait que des techniques
utilisées pour la décision ne peuvent pas s’appliquer dans notre cas.

La contribution de ce papier est un algorithme de décision des formules du
premier ordre dans cette algèbre. L’algorithme permet à conclure la décidabilité
de la théorie du premier ordre de cette algèbre.

Le reste du papier est organisé comme suit. L’algèbre des arbres avec queues
ainsi que ses propriétés sont présentées dans la section 2. Dans la section 3,
nous présentons les formes résolue et basique et l’algorithme de transformation
en forme résolue. Dans la section 4, nous présentons l’algorithme de décision
dans l’algèbre et déduisons la décidabilité de la théorie du premier ordre de
cette algèbre. Plusieurs exemples sont donnés pour illustrer l’algorithme. La
section 5 est réservée à la conclusion.

2 L’algèbre des arbres avec queues
Langage Soit S un ensemble de deux sortes arbre et queue. Soit V un en-
semble de variables dont chacune est associée à une sorte fixée. On suppose que
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chaque sorte a un nombre infini de variables. On appelle un type chaque expres-
sion de la forme α1 × · · · × αn → β, où α1, . . . , αn et β sont des sortes de S.
Soit F un ensemble infini de symboles de fonction. A chaque élément de F est
associé un type α1×· · ·×αn → arbre et le nombre n est appelé l’arité de f . On
se donne trois autres symboles al, ar et ε où al est de type α× queue → queue,
ar est de type queue × α → queue et ε de type → queue, avec α ∈ S. Soit R
un ensemble de symboles de relation contenant deux symboles queue et arbre
d’arité 1.

Un terme de sorte β est soit une variable de cette sorte, soit de la forme
f(u1, ..., un) où f ∈ F de type α1 × · · · × αn → β et u1, . . . , un des termes de
sortes α1, . . . , αn respectivement. Une formule est une expression de l’une des
formes suivantes :

s = t, arbre(x), queue(t), true, false,
¬ϕ, (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ→ ψ), (ϕ↔ ψ),∃xϕ,∀xϕ.

Ici t, s sont des termes et ϕ,ψ sont des formules de taille plus petite. Nous
utiliserons la notation x pour désigner un vecteur de variable x1...xn, ∃x pour
∃x1...∃xn et ∀x pour ∀x1..∀xn. Nous utiliserons la notation [u1..un]t ou [u]t pour
désigner le terme al(u1, ..., al(un, t)....) et la notation t[u1..un] ou t[u] pour le
terme ar(...ar(t, u1)..., un). Nous utiliserons la notation ∃? et ∃! pour exprimer
“’il existe au plus une valeur” et “il existe exactement un”, respectivement.

Structure S Nous définissons la structure S, appelée l’algèbre des arbres finis
ou infinis avec queues comme suit. Le domaine de S est l’ensemble D = A∪Q,
où A est l’ensemble des arbres, qui sont finis ou infinis, dont les nœuds sont
étiquetés par les éléments de F , et Q l’ensemble des queues d’éléments de A∪Q.
Une queue est essentiellement une liste, à laquelle nous pouvons ajouter un
élément au début (opération standard de construction de liste) ou à la fin. Les
arbres et les queues représentent deux sortes arbre et queue respectivement.
Nous définissons maintenant l’interprétation de chaque symbole du langage.

Pour chaque symbole de fonction f de type α1 × · · · × αn → arbre, l’inter-
prétation f de f est l’opération de construction d’arbre défini comme suit : avec
a1, . . . , an des éléments de sortes α1, . . . , αn, f(a1, . . . , an) est un arbre dont la
racine est étiquetée par f et les fils immédiats sont a1, . . . , an. Le symbole ε
est interprété par la queue vide. Le symbole al est interprété par la fonction
al : (A∪Q)×Q→ Q telle qu’avec a ∈ A∪Q, 〈b1, .., bn〉 ∈ Q, al(a, 〈b1, .., bn〉) =
〈a, b1, .., bn〉. Le symbole ar est interprété par la fonction ar : Q× (A∪Q) → Q
telle qu’avec 〈b1, .., bn〉 ∈ Q, a ∈ A ∪Q, ar(〈b1, .., bn〉, a) = 〈b1, .., bn, a〉.

Les symboles de relation arbre et queue sont interprétés par les relations
d’appartenance à A et à Q respectivement.

Propriétés des arbres Les arbres satisfont l’ensemble des axiomes suivants
[11, 7] :

∀x∀y ¬(f(x) = g(y)) (a1)
∀x∀y (f(x) = f(y) →

∧
i xi = yi) (a2)

∀x∃!z
∧

i zi = ti(xz) (a3)
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où f, g ∈ F et sont distincts, x un vecteur de variables xi, y un vecteur de
variable yi, z un vecteur de variables distinctes zi de sorte arbre et ti(xz) un
terme de la forme d’un symbole de fonction suivi de variables prises dans x et
z.

Propriétés des queues Les queues satisfont les propriétés suivantes [14] :

∀x∀u¬(x = t(xu)) (q1)
∀x∀u(¬(ε = [u]x) ∧ ¬(ε = x[u])) (q2)
∀u1..∀un∀v1..∀vm∀x¬([u1..un]x = x[v1..vm]) (q3)
∀x(x = ε ∨ ∃y∃u(x = [u]y) ∨ ∃y∃u(x = y[u])) (q4)
∀x∀y∀u∀v([u]x = [v]y → u = v ∧ x = y) (q5)
∀x∀y∀u∀v(x[u] = y[v] → u = v ∧ x = y) (q6)
∀x∀u∀v(al(u, ar(v, x))=ar(al(u, x), v)) (q7)
∀u1...∀un([u1..un]ε=ε[u1..un]) (q8)

Ici x, y sont des variables de sorte queue, t(xu) est un terme de sorte queue qui
contient des occurrences de x. La propriété (q1) exprime le fait que les queues
sont de longueur finie et une queue ne peut se servir à définir elle-même, q(2)
et (q3) le fait que les queues de longueurs différentes sont différentes, et de (q4)
à (q8) la relation entre les ajouts à gauche et à droite dans une queue.

De plus, elles satisfont les propriétés suivantes concernant des mots. Les
queues peuvent être considérées comme des mots finis sur D. Soit D∗ l’ensemble
des mots finis, D+ l’ensemble des mots finis non vides sur D et ε le mot vide.
Pour deux mots u et v, uv signifie le résultat de la concaténation du mot u
avec le mot v. Pour un mot u, |u| désigne sa longueur et un le résultat de la
concaténation de n fois u, u∗ (u+) désigne l’ensemble {un|n ≥ 0} ({un|n > 0}).
Un mot u est primitif si u 6= vn avec n > 1 pour tout mot v. Deux mots u et
v sont conjugués s’il existe deux mots s, t avec s 6= ε tels que u = ts et v = st.
Par exemple sur l’alphabet {a, b}, deux mots baaba et ababa sont conjugués.

Lemme 1 [10] Soient x, y ∈ D∗ et z, t des mots primitifs tels que x ∈ t∗ et
y ∈ s∗. On a x et y sont conjugués si et seulement si t et s sont aussi conjugués,
en ce cas il existe un couple unique (u, v) ∈ D∗ ×D+ tel que t = uv et s = vu.

Propriété 1 [10] Soient t, s ∈ D+ et x une variable. L’équation tx = xs a
des solutions si et seulement si t et s sont conjugués, c’est-à-dire qu’il existe
un couple (u, v) ∈ D∗ × D+ tel que t = uv et s = vu. De plus, si t et s sont
primitifs alors (uv)∗u est l’ensemble des solutions de l’équation tx = xs.

Preuve : Si t et s sont conjugués, il existe (u, v) ∈ D∗ ×D+ tel que t = uv et
s = vu. Les mots de l’une des formes (uv)∗u sont effectivement des solutions de
l’équation tx = xs. Inversement, si x est une solution de l’équation tx=xs, on
a pour chaque n ≥ 1

tnx=xsn

Soit n tel que n|t| > |x| ≥ (n− 1)|t|. De la formule ci-dessus on déduit

x = tn−1u, t = uv, vx = sn, avec |u| ≥ 0.
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Finallement sn = vx = vtn−1u et est aussi égal à (vu)n et du fait que |s| = |t|
on obtient s = vu. Les mots t et s sont donc conjugués et du fait qu’ils sont
primitifs, le couple (u, v) est unique, donc les solutions sont de la forme (uv)∗u.
CQFD.

Lemme 2 [10] Soient t, s ∈ D+. Si ts = st alors il existe u ∈ D+ tel que t ∈ u∗
et s ∈ u∗.

La preuve des deux propriétés 2 et 3 suivantes est inspirée du papier de T.
Rybina et A. Voronkov [14].

Propriété 2 Soit t = uv et t′ = v′u′ deux mots primitifs dans D+ avec |t| 6=
|t′|. On a

uvx = xvu ∧ u′v′x = xv′u′ → |x| < |t|+ |t′|.

Preuve : Soient n = |t| et m = |t′|. Soit x un mot tel que uvx = xvu ∧ u′v′x =
xv′u′ et supposons que |x| ≥ n + m. Sans perdre généralité, supposons que
m > n. Le mot x doit être des deux formes (uv)∗u et (u′v′)∗u′.

Soit r = m mod n. Puisque |x| ≥ n+m, les n+m premiers éléments doivent
être coïncident

t′1...t
′
mt

′
1...t

′
n = t1...tn...t1...tr

d’où t′1...t′n = t1...tn et donc t1...tnt′n+1...t
′
mt1...tn = t1...tn...t1...tr. Considérant

les n derniers éléments des deux côtés

t1...tn = tr+1...tnt1...tr

D’après le lemme 2, soit r = 0 soit il existe s ∈ A+ tel que t1...tr, tr+1...tn ∈ s∗.
Puisque t1...tn est un mot primitif, on déduit r = 0. En conséquent n divise m
donc t′1...t′m n’est pas un mot primitif, contradiction. CQFD.

Propriété 3 Soit t = uv et t′ = u′v′ deux mots primitifs dans D+ avec |t| =
|t′|. Si |u| = |v| alors

uvx = xvu ∧ u′v′x = xv′u′

→ (u = u′ ∧ x = u) ∨ (u = u′ ∧ v = v′ ∧ uvx = xvu)

sinon uvx = xvu ∧ u′v′x = xv′u′ → false.

Preuve : Soient t = t1...tn, t′ = t′1...t
′
n et k = |u|, l = |v|. Supposons que k = l.

Soit x un mot tel que t1...tnx = xtk+1...tnt1...tk ∧ t′1...t′nx = xt′k+1...t
′
nt

′
1...t

′
k.

Le mot x est donc des forme (t1...tn)rt1...tk et (t′1...t
′
n)rt′1...t

′
k. Si r = 0 alors

x = t1...tk et ti = si pour tout 1 ≤ i ≤ k. Si r > 0 alors (t1...tn)rt1...tk =
(t′1...t

′
n)rt′1...t

′
k, d’où ti = t′i pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Considérons le cas où k 6= l. Puisque t1...tn et t′1...t′n sont primitifs, d’après le
lemme 1, k et l sont uniques. Aucun mot de la forme (t1...tn)∗t1...tk n’est donc de
la forme (t′1..t

′
n)∗t′1...t

′
l et vice versa. La conjonction t1...tnx = xtk+1...tnt1...tk ∧

t′1...t
′
nx = xt′l+1...t

′
nt

′
1...t

′
l n’a donc pas de solution. CQFD.
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3 Formules basiques
A partir d’ici nous supposons que les variables soient numérotées par des

entiers naturels distincts, et pour une variable x soit no(x) son numéro. Nous
supposons que dans chaque formule et sous-formule, si x est une variable libre et
y une variable quantifiée, alors no(y) > no(x). Cette condition est satisfaisable
car les variables quantifiées peuvent être renommées et l’ensemble de variables
est infini.

En utilisant la propriété (q7) des queues, les termes construits avec les sym-
boles al, ar sont réécrits dans la forme où les symboles les plus internes sont ar et
ceux des plus externes sont al. Par exemple le terme ar(ar(al(u1, x), u2), u3) de-
vient al(u1, ar(ar(x, u2), u3)). La notation [t1..tn]x[s1..sm] désignera ces termes
et la variable x sera appelée le noyau du terme. Soit u = u1..un et 1 ≤ k ≤ n,
on note par ρ(k, u) la rotation circulaire à droite de k places de u, c’est-à-dire
uk+1..unu1..uk. Notons que u et ρ(k, u) sont conjugués.

Une contrainte élémentaire est
– soit une contrainte de sorte de la forme queue(x) ou arbre(x), avec x une

variable,
– soit une équation de la forme x = y, avec x, y des variables,
– soit une équation de la forme x = f(u1, .., un) avec x et les ui des variables

et f de type α1 × · · · × αn → arbre,
– soit une équation de l’une des formes x = t et t = s, où x est une variable,
t et s sont des termes de l’une des formes ε, [u]ε[v] et [u]y[v], avec y une
variable et u, v des vecteurs de variables.

Une équation triviale est une équation de la forme t = t. Pour simplifier
l’écriture, les équations de la forme x[u] = [v]y sont réorganisées en [v]y=x[u].
Pour les équations de la forme x = t ou [u]x = x[v], x est appelée le représentant
de l’équation.

Soit c une conjonction de contraintes élémentaires et soit u une variable. On
définit Accc(u) l’ensemble des variables accessibles depuis u dans c comme suit :

– si c contient une équation non triviale de la forme u = t ou x = t avec
x ∈ Accc(u), alors les variables dans t sont dans Accc(u),

– si c contient une équation non triviale de la forme [u]u = u[v] ou [u]x = x[v]
avec x ∈ Accc(u), alors les variables de u et v sont dans Accc(u).

Une conjonction de contraintes élémentaires est complètement typée si pour toute
variable x ayant une occurrence dans c, soit queue(x) soit arbre(x) est dans c.

Définition 1 Une conjonction c de contraintes élémentaires est sous forme ré-
solue si et seulement si

1. chaque équation est de l’une des formes x = t, [u]x = x[ρ(k, u)], où x est
une variable et k ≤ |u|,

2. les représentants des équations sont tous distincts,
3. pour chaque équation de la forme x = y, no(x) > no(y),
4. c est complètement typée et les contraintes de sorte respectent le type des

symboles de fonction dans c,
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5. pour toute variable x de sorte queue ayant une occurrence dans c, x 6∈
Accc(x).

Propriété 4 Soit c une conjonction résolue et soit x un vecteur des variables
représentants des équations de c. On a S |= ∃xc.

Preuve : D’après la propriété 1, chaque équation dans c de la forme [u]x =
x[ρ(k, u)] a des solutions qui peuvent s’écrire sous la forme x = t, où x ne figure
pas dans t. Soit c′ la conjonction obtenu en remplaçant dans c chaque équation
de la forme [u]x= x[ρ(k, u)] par une équation de la forme x = t, où t est une
solution. Pour prouver S |= ∃xc il suffit de prouver S |= ∃xc′. La conjonction c′
ne contient que des équations de la forme x = t. Nous répartissons c′ en deux
conjonctions c′1 et c′2 qui contiennent tous les équations et contraintes de sorte
arbre et de sorte queue de c, respectivement. Soient x1 et x2 des vecteurs des
représentants de c′1 et c′2, respectivement. On a donc x = x1x2. Puisque pour
chaque variable x de sorte queue, on a x 6∈ Accc(x), pour chaque équation x = t
de c′2, on peut remplacer toute autre occurrence de x par t. La conjonction c′2
est donc de la forme

∧
i xi = ti, où xi n’a aucune autre occurrence dans c′1 et

c′2. On a donc S |= ∃x2c
′
2. D’après la propriété (a3) des arbres, on a S |= ∃x1c

′
1.

Puisque x1 et x2 sont disjoints, on conclut donc S |= x1x2(c1∧c2), d’où S |= ∃xc.
CQFD.

Par les propriétés (a2) des arbres et (q5), (q6) des queues, une équation de
la forme x = t(u) ou [u]x = x[ρ(k, u)], avec u figurant dans u, entraîne que u est
déterminée d’une façon unique par rapport à x. Nous avons donc la propriété
suivante :

Propriété 5 Soit ∃uc avec c une conjonction résolue. Si pour chaque variable
u de u il existe une variable libre x telle que u ∈ Accc(x), alors S |= ∃?uc.

Propriété 6 Soit T une théorie quelconque et soit p, q des formules. Si T |=
∃?up alors

T |= ∃u(p ∧ ¬q) ≡ ∃up ∧ ¬∃u(p ∧ q).

La preuve de cette propriété se trouve dans [5]. Du fait qu’elle est valide pour
une théorie T quelconque, elle est valide pour la structure S.

Définition 2 Une formule basique est de la forme ∃u(c∧
∧

i∈I ¬∃uici), avec I
éventuellement vide, où

1. c et les ci sont des conjonctions résolues,
2. pour chaque variable u de u, il existe une variable x libre dans ∃uc telle

que u ∈ Accc(x),
3. pour chaque variable u de ui, il existe une variable x libre dans ∃uici telle

que u ∈ Accci
(x).

Remarque : puisque chaque variable quantifiée dans une formule basique doit
être accessible depuis une variable libre, la seule formule basique sans variable
libre est la formule true.
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3.1 Algorithme de transformation en forme résolue

Nous utiliserons la notation d’équation [u]x
p
=x[v] pour marquer que les mots

u et v sont primitifs et la notation [u]x ∗=x[v] pour marquer que les mots u et v
sont conjugués et primitifs.

L’algorithme est une combinaison de deux phases. La première phase trans-
forme une conjonction de contraintes élémentaires complètement typée de sorte
que les représentants des équations x = t sont tous distincts. A la fin de cette
phase, les représentants des équations de la forme [u]x = x[v] ne sont pas encore
distincts. La seconde phase traite ces équations, elle créera une disjonction de
formules de la forme ∃uc, où éventuellement sur c il sera nécessaire de relancer
la phase 1 et la phase 2. Nous présentons dans ce qui suit les deux phases et
montrons que bien que les deux phases puissent se lancer mutuellement, l’appli-
cations se termine toujours au bout d’un temps fini.

Première phase
– Concordance de type : assurer que le type des symboles de fonction est

respecté, et qu’il n’y a pas de conflit de type.
– Equations de sorte arbre : Dans ces règles, a est une contrainte élémentaire,
x, y sont des variables de sorte arbre avec no(x) > no(y), les ui, vj des
variables, t un terme de sorte arbre, f et g deux symboles de fonction
différents.

false ∧ a =⇒ false
x = x =⇒ true
x = y =⇒ y = x

x = f(u1, .., un) ∧ x = g(v1, .., vm) =⇒ false
x = f(u1, .., un) ∧ x = f(v1, .., vn) =⇒ x = f(u1, .., un)∧

u1 = v1 ∧ · · · ∧ un = vn

x = y ∧ x = t =⇒ x = y ∧ y = t

– Equations de sorte queue : dès qu’il existe une variable x de sorte queue
dans c telle que x ∈ Accc(x), la conjonction est évaluée à false.

1 false ∧ a =⇒ false
2 t = t =⇒ true
3 t = x =⇒ x = t
4 y = x =⇒ x = y
5 x = y ∧ e(x) =⇒ x = y ∧ e(y)
6 x = t ∧ x = s =⇒ x = t ∧ t = s
7 x = t ∧ e(x) =⇒ x = t ∧ e(t)
8 [u]t = [v]s =⇒ u = v ∧ t = s
9 t[u] = s[v] =⇒ u = v ∧ t = s
10 [u]ε = r[v] =⇒ ε[u] = r[v]
11 [u]x = ε[v] =⇒ [u]x = [v]ε
12 ε = [u]x[v] =⇒ false
13 [u]x[v] = ε =⇒ false
14 [u]x = x[v] =⇒ false
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Ici a est une contrainte élémentaire, t, s sont des termes de sorte queue,
x, y des variables de sorte queue, u, v des variables et u, v des vecteurs
de variables. Dans les règles 3, 6 et 7, t, s sont des termes qui ne sont
pas une variable. Dans les règles 4 et 5, no(x) > no(y). Dans la règle 5,
e(x) est une équation ayant une occurrence de x et e(y) obtenue de e(x)
en remplaçant les occurrences de x par y. Dans la règle 7, e(x) est une
équation dans laquelle x est le noyau d’un terme et e(t) l’équation obtenue
en remplaçant le noyau x par t, et si e(x) est écrite avec ∗=, e(t) est écrite
avec =. Dans la règle 10, r est soit ε, soit une variable de sorte queue.
Dans la règle 14, |u| 6= |v|.

Deuxième phase Cette phase s’effectue sur une conjonction c. Selon la forme
des équations dans c, les règles suivantes s’appliquent. Lorsqu’il y a une disjonc-
tion qui se créée, la disjonction est distribuée pour maintenir la formule sous
forme disjonctive

∨
i ∃uic

′
i. La phase 1 est relancée sur des conjonctions c′i.

1. Une équation [u1..un+k]x=y[v1..vn] avec x, y des variables distinctes, est
remplacée par

∃u(y=[u1..un+k]u ∧ x=u[v1..vn] ∧ queue(u))∨n−1
i=0

(
y=[u1..uk+i]ε ∧ x=[vn−i+1..vn]ε
∧v1 =uk+i+1 ∧ · · · ∧ vn−i =un+k

)
idem pour [u1..un]x=y[v1..vn+k].

2. Equation [u1..un]x = x[v1..vn] : Pour chaque couple i, j avec 1 ≤ i 6=
j ≤ n, on ajoute (ui = uj ∧ vi = vj) ∨ ¬(ui = uj) ∨ ¬(vi = vj). Distribuer
pour créer une disjonction de conjonction d’équations et de diséquations.
Pour chaque conjonction on peut déterminer si u1..un est une répétition
de u1..uk.
– dans les cas où u1..un est de la forme (u1..uk)n/k avec u1..uk primitif,

remplacer l’équation [u1..un]x = x[v1..vn] par [u1..uk]x
p
=x[v1..vk],

– dans les autres cas, remplacer l’équation [u1..un]x = x[v1..vn] par [u1..un]x
p
=

x[v1..vn].

3. Equation [u]x
p
=x[v], avec |u|= |v|=n, remplacée par

n∨
k=1

([u]x ∗=x[ρ(k, u)] ∧ [ρ(k, u)]ε = [v]ε)

4. Deux équations ∗= sur une même variable x, avec |u| > |v| :

[u]x ∗=x[ρ(k, u)] ∧ [v]x ∗=x[ρ(l, v)] =⇒∨
i∈I(x = [uiu1..uk]ε ∧ [v]x ∗=x[ρ(l, v)])

Ici I = {0} si k ≥ |v| et I = {0, 1} sinon.
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5. Deux équations ∗= sur une même variable x, avec |u| = |v| et k 6= l :

[u]x ∗=x[ρ(k, u)] ∧ [v]x ∗=x[ρ(l, v)] =⇒ false

6. Deux équations ∗= sur une même variable x, avec |u| = |v| :

[u]x ∗=x[ρ(k, u)] ∧ [v]x ∗=x[ρ(k, v)] =⇒(
(
∧k

i=1 ui =vi ∧ x = [u1...uk]ε)∨
(
∧|u|

i=1 ui =vi ∧ [u]x ∗=x[ρ(k, u)])

)

Exemple 1 Transformer la conjonction (
i≡ signifie la transformation par la

phase i) : (
x=[u]y ∧ x=z[v] ∧ u=f(v) ∧ queue(x)
∧queue(y) ∧ queue(z) ∧ arbre(u) ∧ arbre(v)

)
1≡
(
x=[u]y ∧ [u]y=z[v] ∧ u=f(v) ∧ queue(x)
∧queue(y) ∧ queue(z) ∧ arbre(u) ∧ arbre(v)

)
2≡


x=[u]y ∧ u=f(v) ∧ queue(x)
∧queue(y) ∧ queue(z) ∧ arbre(u) ∧ arbre(v)

∧
(
∃w(y=w[v] ∧ z=[u]w ∧ queue(w))
∨(y=ε ∧ z=ε ∧ u=v)

)


≡


∃w

x=[u]y ∧ u=f(v) ∧ y=w[v] ∧ z=[u]w
∧queue(w) ∧ queue(x) ∧ queue(y)
∧queue(z) ∧ arbre(u) ∧ arbre(v)


∨

x=[u]y ∧ u=fv ∧ y=ε ∧ z=ε ∧ u=v
∧queue(x) ∧ queue(y) ∧ queue(z)
∧arbre(u) ∧ arbre(v)





1≡


∃w

x=[u]w[v] ∧ u=fv ∧ y=w[v] ∧ z=[u]w
∧queue(w) ∧ queue(x) ∧ queue(y)
∧queue(z) ∧ arbre(u) ∧ arbre(v)


∨

x=[u]ε ∧ u=v ∧ y=ε ∧ z=ε ∧ v=f(v)
∧queue(x) ∧ queue(y) ∧ queue(z)
∧arbre(u) ∧ arbre(v)




Théorème 1 Soit c une conjonction de contraintes élémentaires complètement
typée. L’application des 2 phases autant que possible sur c se termine et produit
une formule équivalente qui est soit false soit de la forme

∨
i ∃xi(ci ∧

∧
j ¬eij),

où les ci sont des conjonctions résolues, les eij sont des équations entre deux
variables et chaque variable de xi est accessible depuis une variable libre dans
ci.

Avant de prouver ce théorème, nous prouvons le lemme suivant.

Lemme 3 L’ensemble de solutions de l’équation tx=xs et l’ensemble de solu-
tions de l’équation tnx=xsn sont identiques.
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Preuve : Supposons que chaque équation soit soluble. Il est évident qu’une solu-
tion de l’équations tx=xs est solution de l’équation tnx=xsn. Montrons l’autre
direction.

L’équation tnx= xsn étant soluble, il existe les mots u, v tels que uv = tn

et vu = sn. On a |u| < |tn| donc u = tkw avec |w| < |t|. Le mot u étant une
solution, on a tnw=wsn donc w est aussi une solution. Accordant au schéma
suivant :

w
w

s. . .
ttt

ss
. . .w’ w’ w’

on déduit que t = ww′ et s = w′w. En conséquence w est aussi une solution de
l’équation tx = xs, d’où u est aussi solution de cette équation, d’où (uv)∗u sont
aussi solutions de cette équation. Ceci est vrai pour tout u, v tels que uv = tn

et vu = sn. On en conclut que toute solution de l’équation tnx=xsn est aussi
une solution de l’équation tx=xs. CQFD.

Preuve du théorème 1 Prouvons que (1) l’application des règles se termine
toujours et (2) les règles produisent une formule équivalente ayant les propriétés
dans l’énoncé.

Preuve de terminaison : L’application des règles de la première phase se
termine. Prouvons pour les règles pour les équations de sorte arbre. Nous dé-
finissons 3 entiers non négatifs : n1 le nombre d’équations de la forme x =
f(u1, .., un), n2 la somme des no(x) pour toute occurrence de toute variable x
et n3 le nombre d’équations de la forme y = x avec no(x) > no(y). Pour chaque
règle il existe un entier i tel que l’application de la règle diminue ni et laisse
inchangé les nj avec j < i. Cet entier vaut 1 pour les règles 4 et 5, vaut 2 pour
les règles 1, 2, 6 et vaut 3 pour la règle 3. Puisque les ni sont non négatifs, les
règles ne peuvent pas s’appliquer infiniment.

Il reste à le prouver pour les règles d’équations de sorte queue. Lorsqu’il
existe des sous-ensembles d’équations circulaires, la conjonction est évaluée à
false et l’application des règles s’arrête, nous prouvons que l’application s’arrête
aussi lorsqu’il n’y a pas de sous-ensemble circulaire. Dans ce cas, il existe une
hiérarchie suivant les constructions de queues telle que si x = [u]y[v], alors x
est de rang supérieur à y. Puisqu’aucune nouvelle variable est ajoutée, nous
pouvons associer à chaque rang un numéro qui respecte la hiérarchie, donc à
chaque variable x un numéro rang(x). Nous définissons 6 entiers non négatifs :
n1 est la somme des rang(x) pour toute occurrences de toute variable x, n2 est la
somme des no(x) pour toute occurrence de toute variable x, n3 la sommes |t|+|s|
pour toute équation t = s avec t, s des termes qui ne sont pas des variables, n4

le nombre d’équations de la forme [u]x = y[v], n5 le nombre d’équations de la
forme y = x avec no(x) > no(y) et n6 le nombre d’équations de la forme t = x
avec t un terme qui n’est pas une variable. Pour chaque règle il existe un entier
i tel que l’application de la règle diminue le nombre ni et laisse inchangé les nj ,
avec j < i. Cet entier vaut 1 pour les règles 6, 7, vaut 2 pour les règles 1, 2, 5,
12, 13, 14 vaut 3 pour les règles 2, 8, 9, vaut 4 pour les règles 10, 11, vaut 5
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pour la règle 4 et vaut 6 pour la règle 3. Puisque les ni sont non négatifs, les
règles ne peuvent pas s’appliquer infiniment.

Les règles de la deuxième phase se terminent, car chaque règle diminue le
nombre d’équations de la forme [u]x = x[v].

Toute combinaison de deux phases se termine. la phase 2 n’est applicable
qu’avec la présence d’équations des formes [u]x = y[v], [u]x = x[v] ou au moins
deux équations de la forme [u]x ∗= x[v] sur une même variable x. A chaque
application, la phase 2 réduit le nombre de ces équations. Donc une combinaison
des deux phases n’est infinie que lorsqu’il existe une création infinie d’équations
de ces formes, c’est-à-dire lorsque la phase 1 s’applique, elle crée de nouvelles
équations de ces formes. Remarquons que ces équations sont créées seulement
par 2 règles

x = t ∧ x = s =⇒ x = t ∧ t = s
x = t ∧ e(x) =⇒ x = t ∧ e(t)

Ici t et s sont des termes qui ne sont pas une variable. Par conséquent, pour qu’il
puisse exister une application infinie, il faut avoir une création infinie d’équations
de la forme x = t, avec t un terme. Des équations de cette forme sont créées soit
par la règle

y = x ∧ y = t =⇒ y = x ∧ x = t

de la phase 1 soit par la règle 1 de la phase 2. Mais la règle de la phase 1 doit
satisfait la condition no(y) > no(x) et sans l’ajout de nouvelle variable, elle
ne peut pas engendrer une création infinie. Une application infinie doit faire
intervenir des nouvelles variables. Seule la règle 1 de phase 2 crée des nouvelles
variables quantifiées existentiellement. Il faut également que pour chaque nou-
velle variable u, l’application des règles crée une équation u = t. Mais puisque
u est quantifiée, on a no(u) > no(x) pour toute autre variable x, donc la règle
permettant de créer u = t ne peut s’appliquer.

Preuve de la correction Montrons que les transformations sont correctes, c-
à-d. dans chaque transformation p =⇒ q, nous avons S |= p ≡ q. Considérons
la première phase. Les transformations concernant les équations de sorte arbre
sont :

false ∧ a =⇒ false
x = x =⇒ true
x = y =⇒ y = x

x = f(u1, .., un) ∧ x = g(v1, .., vm) =⇒ false
x = f(u1, .., un) ∧ x = f(v1, .., vn) =⇒ x = f(u1, .., un)∧

u1 = v1 ∧ · · · ∧ un = vn

x = y ∧ x = t =⇒ x = y ∧ y = t

Les 3 premières et la dernière règle sont évidement correctes. La quatrième règle
est correcte grâce à la propriété (a1) des arbres et la cinquième est correcte grâce
à la propriété (a2) des arbres. En ce qui concerne les équations de sortes queue,
le premier traitement est dès qu’il existe une variable x de sorte queue dans
c telle que x ∈ Accc(x), la conjonction est évaluée à false. En effet, d’après
la définition de Accc(x), en faisant des remplacement successifs, nous arrivons
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à avoir une équation de la forme x = t(xu), où t(xu) est un terme de sorte
queue qui contient des occurrences de x. D’après la propriété (q1) des queues,
l’équation est équivalente à false. Les autres transformations sont :

1 false ∧ a =⇒ false
2 t = t =⇒ true
3 t = x =⇒ x = t
4 y = x =⇒ x = y
5 x = y ∧ e(x) =⇒ x = y ∧ e(y)
6 x = t ∧ x = s =⇒ x = t ∧ t = s
7 x = t ∧ e(x) =⇒ x = t ∧ e(t)
8 [u]t = [v]s =⇒ u = v ∧ t = s
9 t[u] = s[v] =⇒ u = v ∧ t = s
10 [u]ε = t[v] =⇒ ε[u] = t[v]
11 [u]x = ε[v] =⇒ [u]x = [v]ε
12 ε = [u]x[v] =⇒ false
13 [u]x[v] = ε =⇒ false
14 [u]x = x[v] =⇒ false

Les 7 premières règles sont évidement correctes. Les règles 8 et 9 sont correctes
grâce aux propriétés (q5) et (q6) des queues respectivement. Les règles 10 et 11
sont correctes grâce à la propriétés (q8). Les règles 12, 13 et 14 sont correctes car
deux queues de longueurs différentes sont différentes (propriétés (q2) et (q3)).

Après la première phase, nous obtenons soit false, soit une conjonction où
les équations de la forme x = t ont les membres gauches distincts. Les équations
de sorte queue qui ne sont pas de cette forme doivent être de l’une des formes
[u]x = y[v], avec x, y des variables distinctes, et [u]x = x[v], avec x une variable
et |u| = |v|.

Considérons la deuxième phase. Prouvons que chaque transformation est
correcte.

1. L’équation [u1..un+k]x = y[v1..vn], avec x, y des variables distinctes, est
équivalente à

∃u(y=[u1..un+k]u ∧ x=u[v1..vn] ∧ queue(u))∨n−1
i=0

(
y=[u1..uk+i]ε ∧ x=[vn−i+1..vn]ε
∧v1 =uk+i+1 ∧ · · · ∧ vn−i =un+k

)
En effet, si x, y sont des queues définies dans un des cas de la disjonction,
alors x, y satisfont l’équation. Dans le sens inverse, soit x, y une solution
de l’équation. Si la longueur de x est supérieure ou égale à n, la longueur
de y doit être supérieure ou égale à n + k. D’après l’équation, les n + k
premiers éléments de y doivent être u1, .., un+k et les n derniers éléments
de x doivent être v1, ..., vn, et les autres éléments de y et x doivent être
en commun. Ce cas est en fait la première sous-formule de la disjonction.
Les cas où la longueur de x vaut i, avec 0 ≤ i ≤ n − 1 sont représentés
dans les autres sous-formules de la disjonction.
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2. Equation [u1..un]x = x[v1..vn]. L’ajout pour chaque couple i, j la disjonc-
tion (ui = uj ∧ vi = vj) ∨ ¬(ui = uj) ∨ ¬(vi = vj) préserve bien entendu
l’équivalence. Après la distribution, dans les cas où u1..un est de la forme
(u1..uk)n/k, par la même restriction avec les vi, v1..vn doit être aussi de la
forme (v1..vk)n/k. D’après le lemme 3, les équations [u1..un]x = x[v1..vn]
et [u1..uk]x = x[v1..vk] ont le même ensemble de solutions. Le remplace-
ment de l’équation [u1..un]x = x[v1..vn] par [u1..uk]x = x[v1..vk] préserve
donc l’équivalence de formules. Du fait que u1..uk et v1..vk sont primitifs,
l’équation peut être dénotée par p

=.

3. Equation [u]x
p
=x[v], avec |u| = |v| = n, est équivalente à

n∨
k=1

([u]x ∗=x[ρ(k, u)] ∧ [ρ(k, u)]ε = [v]ε).

En effet, d’après la propriété 1, l’équation a des solution si et seulement si
u et v sont conjugués, c-à-d. qu’il existe une valeur k (1 ≤ k ≤ n) telle que
ρ(k, u) = v. Ces possibilités sont présentées par la disjonction, nous avons
donc l’équivalence entre deux formules. De plus, puisque u est primitif et
uet ρ(k, u) sont conjugués, l’équation [u]x ∗= x[ρ(k, u)] est bien notée par
∗=.

4. Avec |u| > |v|, on a

[u]x ∗=x[ρ(k, u)] ∧ [v]x ∗=x[ρ(l, v)] ≡∨
i∈I(x = [uiu1..uk]ε ∧ [v]x ∗=x[ρ(l, v)])

Ici I = {0} si k ≥ |v| et I = {0, 1} sinon. En effet, d’après la propriété 2,
toute solution x des deux équations à gauche doit avoir la longueur infé-
rieure à |u|+ |v|, et puisque |u| > |v|, la longueur de x doit être inférieure
à 2|u|. Les solutions possibles sont donc [u1..uk]ε si k ≥ |v| et [u1..uk]ε et
[uu1..uk]ε sinon. Ces deux solutions sont représentées par la disjonction à
droite.

5. Deux équations ∗= sur une même variable x, avec |u| = |v| et k 6= l :

[u]x ∗=x[ρ(k, u)] ∧ [v]x ∗=x[ρ(l, v)] ≡ false.

L’équivalence est obtenue par la propriété 3.
6. Deux équations ∗= sur une même variable x, avec |u| = |v| :

[u]x ∗=x[ρ(k, u)] ∧ [v]x ∗=x[ρ(k, v)] ≡(
(
∧k

i=1 ui =vi ∧ x = [u1...uk]ε)∨
(
∧|u|

i=1 ui =vi ∧ [u]x ∗=x[ρ(k, u)])

)
L’équivalence est obtenue par la propriété 3.

A la fin des deux phases, nous obtenons soit false soit une formule de la forme∧
i ∃xi(ci ∧

∧
j ¬eij). Ici chaque conjonction ci doit être sous forme résolue. En

effet, les conditions de forme résolues sont satisfaites, à savoir :
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1. les équations sont soit de la forme x = t soit de la forme [u]x = x[ρ(k, u],
avec k ≤ |u|, par phase 1 et 2 ;

2. les représentants des équations sont tous distincts, par phase 1 et 2 ;
3. pour chaque équation de la forme x = y, no(x) > no(y), par phase 1 ;
4. ci est complètement typée, car la conjonction initiale l’est, et seule la pre-

mière transformation de la phase 2 introduit une nouvelle variable avec
la contrainte queue, et la phase 1 assure que les contraintes de sorte res-
pectent le type des symboles de fonction ;

5. la phase 1 assure que pour toute variable x de sorte queue ayant une
occurrence dans ci, x 6∈ Accci

(x).
Les négations ¬eij sont ajoutées par la transformation 2 de la phase 2. Ce
sont donc des négations d’équations entre deux variables. Les variables dans
xi sont également ajoutées par cette transformation. Puisqu’initialement toutes
les variables existantes sont libres, chaque variable de xi est accessible dans ci
depuis une variable libre. CQFD.

4 Algorithme de décision

4.1 Algorithme
Nous présentons un algorithme pour transformer une formule F en une dis-

jonction de formules basiques. Tout d’abord, pour chaque variable libre x nous
ajoutons à F la formule queue(x) ∨ arbre(x) et chaque sous-formule ∃xF ′ est
changée en ∃x(F ′∧ (queue(x)∨arbre(x)). Les contraintes sont mises sous forme
de contraintes élémentaires, des nouvelles variables sont introduites si néces-
saires et sont quantifiées existentiellement, avec une contrainte de sorte respec-
tive. La formule obtenue est ensuite mise sous forme prénexe, c’est-à-dire tous les
quantificateurs sont mis au début de la formule (éventuellement en renommant
des variables quantifiées), puis le reste de la formule est mis en forme normale
disjonctive

∨
(c ∧

∧
¬ci), où les c et ci sont des conjonctions de contraintes

élémentaires. Il est claire que ces transformations préservent l’équivalence de
formules.

Pour chaque sous-formule c∧
∧
¬ci, appliquer l’algorithme de transformation

en forme résolue sur c et les ci. Nous obtenons une formule sous forme∨
∃u(c′ ∧

∧
i∈I′

¬∃u′i(c
′
i ∧
∧
j

¬eij)) (1)

D’après la propriété 1, les variables de u′i sont accessibles depuis une variable
libre dans c′i. D’après la propriété 5, S |= ∃?u′ic′i. D’après la propriété 6, la
formule (1) est équivalente à∨

∃u(c′ ∧
∧
i∈I′

¬(∃u′ic
′
i ∧
∧
j

¬∃u′i(c
′
i ∧ eij)))
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et donc à ∨
∃u(c′ ∧

∧
i∈I′

(¬∃u′ic
′
i ∨
∨
j

∃u′i(c
′
i ∧ eij))).

En faisant des distribution des ∨ sur des ∧, la formule est transformée en une
formule de la forme ∨

∃u(c ∧
∧
i∈I

¬∃uici) (2)

En mettant les conjonctions c en forme résolue pour celles qui ne le sont pas
encore, on obtient une formule toujours de la forme (2) et où les conjonctions c et
ci sont sous forme résolue, où chaque variable de ui est accessible dans ci depuis
une variable libre. En gardant dans les u seulement les variables accessibles
dans c depuis une variable libre, les autres variables de u étant remontées dans
la partie des quantificateurs de F , nous avons une formule de la forme Q(F1 ∨
. . . ∨ Fn), où Q dénote la partie des quantificateurs et les Fi sont des formules
basiques. Nous montrons comment éliminer les quantificateurs et transformer la
formule en une disjonction de formules basiques.

Considérons le quantificateur le plus interne de la formule est supposons que
ce soit un quantificateur existentiel. C’est-à-dire la formule estQ∃x(F1∨. . .∨Fn),
où Q représente le reste des quantificateur. Cette formule est équivalente à
Q(∃xF1 ∨ . . .∨ ∃xFn). Le travail devient à transformer chaque formule ∃xFi en
disjonction de formules basique. Il fera l’objet de la sous-section 4.2.

Si le quantificateur le plus interne est un quantificateur universel, la formule
est Q∀x(F1 ∨ . . . ∨ Fn), qui devient Q¬∃x¬(F1 ∨ . . . ∨ Fn) donc Q¬∃x(¬F1 ∧
. . .∧¬Fn). Chaque formule Fi est une formule basique donc de la forme ∃u(c∧∧
¬∃uici). D’après la définition de formule basique et la propriété 5, S |= ∃?uc.

D’après la propriété 6, Fi est équivalente à ∃uc∧
∧
¬∃u∃ui(c∧ ci). Nous trans-

formons donc (¬F1 ∧ . . . ∧ ¬Fn) en forme normale disjonctive et éliminons des
quantificateurs existentielles introduits comme précédent. Après l’élimination
du quantificateur ∃x, la négation du résultat est ensuite mise en forme de dis-
jonction de formules basiques comme précédent.

4.2 Elimination de quantificateur
Soit x une variable et b une formule basique. Nous présentons l’élimination de

quantificateur de ∃xb en deux parties, dépendant de la forme de b : (1) lorsque
b ne contient pas de négation, (2) b contient des négations. L’élimination du
quantificateur ∃x transforme ∃xb en une disjonction de formules basiques.

4.2.1 Elimination dans une conjonction résolue

Soient x une variable et ∃uc une formule basique. Transformons la formule
∃x∃uc en une formule basique de la forme ∃u′c′.

S’il existe une variable libre y telle que x ∈ Accc(y), alors la tâche est faite.
Si x n’est pas accessible depuis une variable libre, la formule ∃x∃uc peut s’écrire
en ∃u′(c′ ∧ ∃xvcx), où v est le vecteur des variables de u qui sont accessibles
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depuis x et non accessibles depuis aucune autre variable libre, cx est la conjonc-
tion des contraintes élémentaires qui font intervenir des variables de xv et c′ la
conjonction des autres contraintes de c. La conjonction c′ ne contient donc pas
d’occurrences des variables de xv. Montrons que

S |= ∃x∃uc ≡ ∃u′c′.

Ceci est trivial si cx n’a pas d’équations, car dans ce cas v est vide. Si cx a une
équation, du fait que c est résolue, et que x n’est pas accessible depuis une autre
variable libre, x doit être le représentant d’une équation de cx. Les variables de
v sont séparées en deux parties v1 les représentants des autres équations de cx
et v2 les autres variables de v. D’après la propriété 4, S |= ∃xv1cx, on a donc

S |= ∃u′(c′ ∧ ∃xvcx) ≡ ∃u′c′,

d’où l’équivalence à démontrer.

Exemple 2 On élimine le quantificateur ∃x dans la formule ∃x∃uv1v2([v1v2]x=
x[v1v2] ∧ v1 = f(u) ∧ y = f(u) ∧ queue(x) ∧ arbre(v1) ∧ queue(v2) ∧ arbre(y) ∧
queue(u)). Dans cette formule x n’est pas accessible depuis une autre variable
libre, u est accessible depuis x, y et v1, v2 sont accessibles depuis x. La formule
est équivalente à

∃u

y=f(u) ∧ arbre(y) ∧ queue(u)∧

∃xv1v2
(

[v1v2]x=x[v1v2] ∧ v1 =f(u)∧
queue(x) ∧ arbre(v1) ∧ queue(v2)

)
et donc équivalente à

∃u(y=f(u) ∧ arbre(y) ∧ queue(u)).

4.2.2 Elimination dans une formule basique

Soit x une variable et soit b une formule basique. Transformons ∃xb en une
disjonction de formules basiques. Si x n’a pas d’occurrence dans b le résultat
sera b. Supposons que x ait des occurrences dans b. Soit b la formule basique
∃u(c ∧

∧
i∈I ¬∃uici). S’il existe une autre variable libre y de b telle que x ∈

Accc(y), alors ∃xb est une formule basique. Dans le cas contraire, où x n’est
accessible dans c depuis aucune autre variable libre, tous les cas possibles pour
x sont listés suivant. Note : puisque les contraintes de type queue et arbre
respectent le type des symboles de fonction, pour rendre les formules plus visibles
dans les exemples, nous omettons ces contraintes dans les cas où cela ne change
pas la sémantique des formules.

(a) x est de sorte arbre et x a des occurrences dans des équations
de c Du fait que x a des occurrences dans c mais x n’est accessible dans c
depuis aucune autre variable libre, x doit être le membre gauche d’une équation
x = t. L’ensemble Accc(x) est réparti en deux sous-ensemles disjoints Accac (x)
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des variables de sorte arbre et Accqc(x) des variables de sorte queue. Soit Aq
c(x)

l’ensemble de tous les variables accessibles dans c depuis une variable de Accqc(x).
Notons que x 6∈ Aq

c(x), car sinon il doit exister une variable w de sorte queue dans
Accqc(x) telle que w ∈ Accc(w), ce qui contrarie le fait que c est résolue. Nous
pouvons donc calculer un vecteur v des variables de sorte arbre de u qui sont
dans Accac (x)\Aq

c(x) et qui sont des membres gauches d’équations de c. Soit cx
la conjonction de ces équations et des contraintes arbre concernant ces variables
et soit c′ le reste des contraintes de c. Soit u′ le vecteur des variables de u qui
ne sont pas dans v. Notons que ni x ni aucune variable de v n’a d’occurrence
dans c′, car dans le cas contraire, puisque c est résolue, l’occurrence dans c′ ne
peut pas être un représentant, la variable concernée sera donc dans Aq

c(x), ce
qui est contraire à la définition de v. La formule ∃xb peut donc s’écrire en

∃u′(c′ ∧ ∃xvcx ∧
∧
i∈I

¬∃uici).

D’après la propriété (a3) des arbres, S |= ∃!xvcx puis d’après la propriété 6, la
formule ∃xb est équivalente à

∃u′(c′ ∧
∧
i∈I

¬∃ui∃xv(cx ∧ ci)).

L’élimination de quantificateurs présentée en 4.2.1 est appliquée dans les néga-
tions. Le quantificateur ∃x est donc éliminé. Pour rendre le résultat en forme
basique il faudra éventuellement éliminer d’autres quantificateurs de ∃u′.
Exemple 3 Eliminer ∃x1 :

∃x1∃yw
x1 =f(y, v) ∧ y=g(z) ∧ z=g(y) ∧ w=g(x1)
∧[z]v=v[z] ∧ queue(u) ∧ queue(v) ∧ arbre(x1)
∧arbre(x2) ∧ arbre(y) ∧ arbre(z) ∧ arbre(w)
∧¬(u = [z]v)) ∧ ¬(x2 = g(x1))


Ici Accac (x1) = {y, z, w}, Accqc(x1) = {v} et Aq

c(x1) = {y, z}. La formule est
transformée en

∃y


y=g(z) ∧ z=g(y) ∧ [z]v=v[z] ∧ queue(u)
∧queue(v) ∧ arbre(x2) ∧ arbre(y) ∧ arbre(z)

∧¬∃x1w

(
x1 =f(y, v) ∧ w=g(x1) ∧ u = [z]v)
∧arbre(x1) ∧ arbre(w)

)
∧¬∃x1w

(
x1 =f(y, v) ∧ w=g(x1) ∧ x2 = g(x1)
∧arbre(x1) ∧ arbre(w)

)


puis en

∃y


y=g(z) ∧ z=g(y) ∧ [z]v=v[z] ∧ queue(u)
∧queue(v) ∧ arbre(x2) ∧ arbre(y) ∧ arbre(z)
∧¬(u = [z]v)

∧¬∃x1w

(
x1 =f(y, v) ∧ w=g(x1) ∧ x2 = g(x1)
∧arbre(x1) ∧ arbre(w)

)


Cette formule est une formule basique.
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(b) x est de sorte arbre et x n’a pas d’occurrence dans les équations
de c Nous prouvons le lemme suivant :

Lemme 4 Soient x une variable de sorte arbre et
∧

i∈I ¬∃uici une formule
basique avec I éventuellement vide. Si chaque conjonction ci contient au moins
une occurrence de x, alors S |= ∃x(

∧
i∈I ¬∃uici).

Preuve : La variable x apparaît dans des ci
– soit sous forme x = f(u1, .., un),
– soit sous forme x = y, en ce cas y n’est pas dans ui, car du fait que ci est

résolue, no(x) > no(y) et toute variable u de ui a no(u) > no(x),
– soit à droite d’une équation, en ce cas x doit être accessible depuis une

autre variable libre y, car du fait que la formule donné est basique, toute
variable u de ui est accessible depuis une variable libre.

Dans le premier cas, la racine de l’arbre est fixé à f et dans les deux derniers
cas, x dépend de y. Du fait que l’ensemble de symbole de fonction est infini,
il existe donc une affectation qui associe à x un arbre dont la racine est éti-
queté par un symbole différent de tous les symboles de fonction dans les ci,
et différent du symbole étiquetant la racine de y, quelque soit ce dernier. Les
conjonctions ci sont donc évaluées à false dans cette affectation. On conclut
donc S |= ∃x(arbre(x) ∧

∧
i∈I ¬∃uici). CQFD.

L’ensemble I est séparé en deux sous-ensembles disjoints I1 et I2, où I1 est
l’ensemble des indices i tels que ci contient au moins une occurrence de x. Soit c′
la conjonction des contraintes de c à l’exception de arbre(x). D’après le lemme 4,
la formule ∃xb est équivalente à

∃u(c′ ∧
∧
i∈I2

¬∃uici).

Cette formule est une formule basique.

Exemple 4 Eliminant ∃x2 dans la dernière formule de l’exemple 3, on obtient
la formule basique :

∃y
(
y=g(z) ∧ z=g(y) ∧ [z]v=v[z] ∧ queue(u)
∧queue(v) ∧ arbre(y) ∧ arbre(z) ∧ ¬(u = [z]v)

)
(c) x est de sorte queue et une équation de la forme x = t est dans
c Du fait que x n’est pas accessible depuis une autre variable libre, x n’a pas
d’autres occurrences dans les autres équations de c. Soit c′ la conjonction des
contraintes de c à l’exception de x = t et de queue(x). Du fait que S |= ∃!x(x =
t ∧ queue(x)), la formule ∃xb est équivalente à

∃u(c′ ∧
∧
¬∃xui(x = t ∧ queue(x) ∧ ci)).

L’élimination de quantificateurs présentée en 4.2.1 est appliquée dans les néga-
tions. Le quantificateur ∃x est donc éliminé. Pour rendre le résultat en forme
basique il faut éventuellement éliminer d’autres quantificateurs de ∃u.
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Exemple 5 Transformation pour éliminer ∃x :

∃x∃yv(x=[v]y ∧ ¬(x=ε) ∧ ¬∃uz(x=[u]z))
≡∃yv(¬∃x(x=[v]y ∧ x=ε) ∧ ¬∃xuz(x=[v]y ∧ x=[u]z))
≡∃yv(¬false ∧ ¬∃xuz(x=[u]z ∧ u=v ∧ z=y))
≡∃yv(¬true)
≡false

(d) x est de sorte queue et une équation de la forme [u]x = x[ρ(k, u)] est
dans c Nous pouvons supposer ici et dans le cas (e) que si x a une occurrence
dans une conjonction ci alors x a une occurrence dans une équation de ci. En
effet, si x n’est dans aucune équation de ci et seule la contrainte queue(x) est
dans ci, nous pouvons la supprimer grâce à l’équivalence queue(x) ∧ ¬∃ui(c′i ∧
queue(x)) ≡ queue(x) ∧ ¬∃uic

′
i. Nous prouvons le lemme suivant :

Lemme 5 Soient x une variable de sorte queue et
∧

i∈I ¬∃uici une formule
basique avec I éventuellement vide. Si dans chaque conjonction ci un des cas
suivants se produit :

– il existe une variable y 6∈ ui telle que x ∈ Accci
(y),

– ci contient une équation de l’une des formes x = ε, x = y et x = [v]y[v′]
avec y 6∈ ui,

alors
S |= ∃x([u]x = x[ρ(k, u)] ∧

∧
i∈I

¬∃uici).

Preuve : Respectant les contraintes de sorte, on affecte un élément quelconque
du domaine de S à chaque variable libre de la formule basique. Dans le premier
cas, pour la valeur associée à y, la valeur de x sera déterminée d’une façon unique
dans ci. Dans le second cas, si ci contient une équation x = ε, la valeur de x est
également unique dans ci. Si ci contient une équation x = y ou x = [v]y[v′] avec
y 6∈ ui, pour la valeur associée à y, la valeur de x est aussi déterminée d’une
façon unique dans ci. Du fait que l’équation [u]x = x[ρ(k, u)] a un ensemble
infini de solutions d’après la propriété 1, il existe donc une queue pour x qui
rend tous les conjonctions ci fausses. Il existe donc dans S une queue pour x
telle que [u]x = x[ρ(k, u)] ∧

∧
i∈I ¬∃uici soit vraie. On conclut donc

S |= ∃x([u]x = x[ρ(k, u)] ∧
∧
i∈I

¬∃uici).

CQFD.
Du fait que x n’est pas accessible depuis une autre variable libre, x n’a pas

d’autres occurrences dans les autres équations de c. Les cas possibles pour x
sont :

d1. Dans chaque conjonction ci qui contient une occurrence de x, il existe
une variable libre yi telle que x ∈ Accci(yi), ou ci contient une équation
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de l’une des formes x= ε, x = y et x = [v]y[v′] avec y libre. D’après le
lemme 5, la formule ∃xb est équivalente à

∃u(c′ ∧
∧
i∈I′

¬∃uici)

où c′ est la conjonction des contraintes de c à l’exception de [u]x =
x[ρ(k, u)] et de queue(x), I ′ est le sous-ensemble maximal de I tel que
pour tout i ∈ I ′, ci n’a pas d’occurrence de x. Cette formule est une
formule basique.

Exemple 6 Eliminant ∃v dans la formule résultante de l’exemple 4 on
obtient la formule basique :

∃y
(
y=g(z) ∧ z=g(y) ∧ queue(u)
∧arbre(y) ∧ arbre(z)

)
d2. Il existe une conjonction ci dans laquelle x n’est pas accessible depuis

une autre variable libre et qui contient une équation de la forme [v]x =
x[ρ(l, v)]. En utilisant la procédure de résolution de contraintes d’arbres
[5, 7], nous montrons comment supprimer l’équation [v]x = x[ρ(l, v)]. La
formule ∃xb est équivalente à

∃xu(c ∧ ¬∃ui(c ∧ ci) ∧
∧

j∈I,j 6=i

¬∃ujcj)

La conjonction c ∧ ci est mise sous forme résolue. Dans cette procédure,
si |u| 6= |v| ou k 6= l, les deux équations [u]x = x[ρ(k, u)] et [v]x =
x[ρ(l, v)] sont supprimées et remplacées par des équations de la forme
x = t, ce cas fait l’objet de l’item d3. suivant. Sinon, dans la règle 6 de
la deuxième phase, l’équation [u]x = x[ρ(k, u)] est gardée. Les équations
recopiées de c seront restaurées puis supprimées, d’après la procédure dans
[5, 7]. L’équation [v]x = x[ρ(l, v)] est ainsi supprimée.

Exemple 7 Eliminer ∃x :

∃x([u]x = x[u] ∧ ¬∃y(x = [u]y) ∧ ¬([v]x = x[v]))

≡ ∃x
(

[u]x = x[u] ∧ ¬∃y(x = [u]y)∧
¬([u]x = x[u] ∧ [v]x = x[v])

)
≡ ∃x

(
[u]x = x[u] ∧ ¬∃y(x = [u]y)∧
¬(x = ε) ∧ ¬([u]x = x[u] ∧ u = v)

)
≡ ∃x

(
[u]x = x[u] ∧ ¬∃y(x = [u]y)∧
¬(x = ε) ∧ ¬(u = v)

)
L’équation [v]x = x[v] est donc supprimée. La suite se trouve dans l’exemple
8.

d3. Il existe une conjonction ci dans laquelle x n’est pas accessible depuis une
autre variable libre et qui contient une équation de la forme x = [v]y[v′],
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avec y ∈ ui. Ici vv′ doit être non vide car sinon l’équation devient x = y,
ce qui entraîne que no(x) > no(y) contradictoire avec le fait que y ∈ ui. Si
v n’est pas vide, soit a le plus petit nombre tel que |u|a ≥ |v|. L’équation
[u]x = x[ρ(k, u)], avec u = u1...uk...un est remplacée par la disjonction

a−1∨
j=0

(x=[uju1..uk]ε) ∨ ∃z(x=[ua]z ∧ [u]z=z[ρ(k, u)])

Sinon soit a le plus petit nombre tel que |u|a ≥ |v′|. L’équation [u]x =
x[ρ(k, u)] est remplacée par la disjonction

a−1∨
j=0

(x=[uju1..uk]ε) ∨ ∃z(x=z[ua] ∧ [u]z=z[ρ(k, u)])

La distribution des ∨ sur des ∧ est effectuée et on se retrouve dans le cas
(c). La variable z reste à être éliminée mais le fait d’associer à x une liste
de longueur supérieure à |v| (ou |v′|) permet de ne pas créer une équation
de la forme z = t.

Exemple 8 Suite de l’exemple 7 :

∃x([u]x=x[u] ∧ ¬∃y(x=[u]y) ∧ ¬(x=ε) ∧ ¬(u=v))

≡


∃x(x=ε ∧ ¬∃y(x=[u]y) ∧ ¬(x=ε) ∧ ¬(u=v))
∨

∃xz
(
x=[u]z ∧ [u]z=z[u] ∧ ¬∃y(x=[u]y)∧
¬(x=ε) ∧ ¬(u=v)

)


Elimination de ∃x dans la première formule de la disjonction :

∃x(x=ε ∧ ¬∃y(x=[u]y) ∧ ¬(x=ε) ∧ ¬(u=v))

≡
(
¬∃xy(x=ε ∧ x=[u]y) ∧ ¬∃x(x=ε ∧ x=ε)
∧¬∃x(x=ε ∧ u=v)

)
≡ ¬false ∧ ¬true ∧ ¬(u=v)
≡ false

Elimination de ∃x dans la seconde formule :

∃xz
(
x=[u]z ∧ [u]z=z[u] ∧ ¬∃y(x=[u]y)∧
¬(x=ε) ∧ ¬(u=v)

)
≡ ∃z

 [u]z=z[u] ∧ ¬∃xy(x=[u]z ∧ x=[u]y)∧
¬∃x(x=[u]z ∧ x=ε)∧
¬∃x(x=[u]z ∧ u=v)


≡ ∃z

(
[u]z=z[u] ∧ ¬∃xy(x=[u]z ∧ y=z)∧
¬false ∧ ¬(u=v)

)
≡ ∃z([u]z=z[u] ∧ ¬true ∧ ¬(u=v))
≡ false

Le résultat est donc la formule false.
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(e) x est de sorte queue et x n’a pas d’occurrence dans les équations
de c Nous avons le lemme suivant

Lemme 6 Soit x une variable de sorte queue et
∧

i∈I ¬∃uici une formule ba-
sique avec I éventuellement vide. Si dans chaque conjonction ci une des cas
suivants se produit :

– il existe une variable y 6∈ ui telle que x ∈ Accci(y),
– ci contient une équation de l’une des formes x=ε, x=y, [v]x=x[ρ(k, v′)]

et x= t(y), avec y 6∈ ui,
alors

S |= ∃x(queue(x) ∧
∧
i∈I

¬∃uici).

Preuve : Respectant les contraintes de sorte, on affecte un élément quelconque
du domaine de S à chaque variable libre de la formule basique. Dans le premier
cas, pour la valeur associée à y, la valeur de x sera déterminée d’une façon unique
dans ci. Dans le second cas, si ci contient une équation x = ε, la valeur de x est
également unique dans ci. Si ci contient une équation x = y avec y 6∈ ui, pour la
valeur associée à y, la valeur de x est aussi déterminée d’une façon unique dans
ci. Si ci contient x = t(y) avec y 6∈ ui, ci fixe une partie de la valeur associée à
x. Si ci contient une équation [v]x = x[ρ(k, v′)], d’après la propriété 1, la forme
des queues possibles pour x sera v∗v1..vk. Du fait qu’il y a un nombre infini
de queues et de formes de queue pour répondre à queue(x), il existe donc une
queue pour x qui rend tous les conjonctions ci fausses. On conclut donc

S |= ∃x(queue(x) ∧
∧
i∈I

¬∃uici).

CQFD.
Les cas possibles pour x sont :
e1. Pour chaque conjonction ci qui contient une occurrence de x, soit x

est accessible dans ci depuis une autre variable libre, soit ci contient une
équation de l’une des formes x = y, x = ε, [v]x = x[ρ(k, v′)] et x = [v]y[v′],
avec y une variable libre. D’après le lemme 6, la formule ∃xb est équivalente
à

∃u(c′ ∧
∧
i∈I′

¬∃uici)

où c′ est la conjonction des contraintes de c à l’exception de queue(x), I ′
est le sous-emsemble maximal de I tel que pour tout i ∈ I ′, ci n’a pas
d’occurrence de x. Cette formule est une formule basique.
Exemple 9 Eliminer ∃x :

∃x∃u
(
y=f(u) ∧ queue(x)∧
¬∃v(u=[v]z) ∧ ∃v([v]x=x[v])

)
≡ ∃u(y=f(u) ∧ ¬∃v(u=[v]z))

e2. Il existe une conjonction ci dans laquelle x n’est pas accessible depuis
une autre variable libre et qui contient une équation x = [u]y[u′] où les
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variables de yuu′ sont tous quantifiées. Soit n = |u|+|u′|. Puisque queue(x)
est dans c, en gardant toujours l’équivalence nous pouvons ajouter dans c
la disjonction

(x = ε)∨∨
1≤i<n ∃v1..vi(x = [v1..vi]ε)∨

∃yv1...vn(x = [v1..v|u|]y[v|u|+1..vn] ∧ queue(y))

La distribution des ∨ sur des ∧ est effectuée et on se retrouve dans le cas
(c). Les variables yuu′ restent à être éliminées mais le fait d’associer à x
une liste soit de longueur déterminée soit de longueur supérieure à |u|+|u′|
permet de supprimer des négations de ce cas.
Exemple 10 Transformations pour éliminer ∃x :

∃x(queue(x) ∧ ¬(x=ε) ∧ ¬∃uz(x=[u]z))

≡
(
∃x(x=ε ∧ ¬(x=ε) ∧ ¬∃uz(x=[u]z))∨
∃xyv(x=[v]y ∧ ¬(x=ε) ∧ ¬∃uz(x=[u]z))

)
D’après l’exemple 5, l’élimination de ∃x dans les deux formules de la dis-
jonction retourne false. Le résultat est donc la formule false.

4.3 Décidabilité
Dans la procédure d’élimination de quantificateur nous n’introduisons pas de

nouvelle variable libre. Les cas d2, d3 et e2, où des nouvelles variables quantifiées
sont ajoutées se ramènent toujours à un autre cas, où des variables quantifiées
sont éliminées sans ajouter de nouvelles. La procédure va s’arrêter donc après
un temps fini.

Théorème 2 Soit x une variable et b une formule basique. La procédure d’éli-
mination de quantificateur transforme ∃xb en une disjonction de formules ba-
siques.

Si l’algorithme s’applique sur une formule close, nous obtiendrons soit la valeur
de vérité true (le résultat est une disjonction contenant une seule formule basique
true) soit la valeur de vérité false (le résultat est une disjonction vide, donc false).
On conclut donc :

Corollaire 1 La théorie du premier ordre de l’algèbre des arbres finis ou infinis
avec queues est complète et décidable.

5 Conclusion
Dans ce papier nous avons présenté l’algèbre des arbres finis ou infinis éten-

due avec des queues. L’ensemble des symboles de fonction de la signature est
infini. Nous avons présenté un algorithme d’élimination de quantificateurs dans
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cette algèbre. Cette algorithme permet de décider la valeur de vérité des for-
mules du premier ordre closes dans cette algèbre. Il montre également que la
théorie du premier ordre de l’algèbre est complète et décidable.

Un simple exemple d’application est dans l’analyse syntaxique. Pour recon-
naître les mots anbn avec des listes en Prolog on peut utiliser la différence de
listes. Avec les queues les contraintes sont plus naturelles et simples à écrire.
D’un autre côté, les arbres avec les queues permettent aussi à modéliser les do-
cuments XML. Le traitement de contraintes dans ce domaine est fait dans le
cadre de la programmation logique en [2]. Une des applications de notre algo-
rithme sera de l’utiliser pour résoudre des contraintes du premier ordre dans ce
domaine.
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